Forord

Velkommen! I denne bog vil vi vise jer forskellige aspekter af matematikken. I har alle haft
matematik for, men nu er I startet pd DTU. Derfor vil vi sikre, at den matematik, I allerede
kender, bliver til skarpere veerktgjer i jeres hoveder, og selvfelgelig vil vi ogsa leere jer en masse
ny matematik. I vil blive fortrolige med grundleeggende begreber inden for logik, komplekse tal,
linecer algebra og systemer af differentialligninger.

En meget vigtig grund til at leere alt dette er, at I alle pd en eller anden made vil fa brug for
matematik senere i jeres studier. En anden vigtig grund er, at matematik fungerer som et universelt
sprog inden for naturvidenskaberne, og at matematik vil gere det muligt for jer at interagere med
andre ingeniorer og forskere. Udover alt dette haber vi ogsa, at I vil opdage, at matematik er
smukt!
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llll Kapitel 1

Udsagnslogik

1.1 Prolog: Et logisk problem om etiketter og krukker

Matematik handler om at lase problemer, der involverer objekter som meengder, funktioner,
tal, afledte, integraler og mange flere. Malet med dette kapitel er at treene og forbedre dine
problemlosningsevner generelt ved at forklare dig nogle veerkteojer fra matematisk logik. For at
identificere og motivere disse veerktojer betragter vi som et eksempel folgende problemstilling:

Eksempel 1.1.1

Opgave: Der er givet tre krukker. Du kan ikke se, hvad der er i krukkerne, men de er meerket med
etiketterne “/ZEbler”, “Begge” og “Paerer”. Etiketten “Begge” betyder blot, at krukken indeholder
bade ebler og peerer. Problemet er nu, at nogen har byttet rundt pa etiketterne pa en sddan made,
at ingen etiket sidder pd den rigtige krukke leengere. Med andre ord: Vi ved, at der for hver krukke
geelder, at dens etiket er “Zbler” eller “Begge” eller “Paerer”. Vi ved ogsa, at alle etiketterne i
ojeblikket er forkerte, hvilket betyder, at den venstre krukke har den sande etiket “Begge” eller
“Peerer”, den midterste krukke har den sande etiket “Zbler” eller “Paerer”, mens den hgjre krukke
har den sande etiket “Zbler” eller “Begge”.

For at finde ud af, hvor etiketterne herer til, kan du treekke stykker af frugt fra hver krukke.
Hvor mange gange skulle du traekke fra krukkerne for at finde ud af, hvor etiketterne oprindeligt
var?

Vi vil lese denne géde senere, men du er velkommen til at teenke over det allerede nu!

1.2 Kom i gang med udsagnslogik

Pointen i at stille denne gdde om krukkerne og etiketterne er, at vi ved at teenke over den
identificerer adskillige nogleingredienser, der er nyttige generelt, nar man arbejder pa et
matematisk problem. Man bruger ord som “og”, “eller”, “ikke” og “hvis ... s4”, ndr man arbejder
pa opgaver af denne art. Lad os derfor introducere noget notation fra det, der kendes som
udsagnslogik. Dette er et emne, der omhandler kombinationer af korte pastande, der kan veere
enten sande eller falske. Et eksempel pa en sadan kort pastand er: etiketten pa krukke nummer
et er “ZDbler”. Vi vil kalde en sddan pastand for et logisk udsagn. Her er tre eksempler mere pa
sddanne udsagn: x = 10,1 <y, a # p.
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Figur 1.1: En gade om etiketter og krukker

Vibenytter typisk variabler som P, Q og tilsvarende til at betegne logiske udsagn. Et logisk udsagn
P kan veere sandt eller falsk, hvilket mere formelt formuleres saledes: P kan tage veerdien T (for
det engelske ‘true’) eller veerdien F (for ‘falsk’ eller det engelske ‘false’). Det er ogsa meget normalt
at anvende tallet 1 i stedet for T samt 0 i stedet for F, men i denne tekst vil vi holde os til T og F.

Af og til kan et udsagn opdeles i mindre, enklere udsagn. For eksempel bestar udsagnet
x=10 og 1<y,

af de to enklere udsagn x = 10, 1 < y kombineret med ordet ‘og’. I udsagnslogikken skriver man
x=10 A 1<uy.

For at forbedre leesbarheden kan man placere parenteser omkring dele af udtrykket og for
eksempel skrive:
(x=10) A (1 <y).

For at veere helt praecise i betydningen af A vil vi gore det utvetydeligt, hvornar et udsagn af
formen P A Q er sandt. Vi vil gore dette i folgende definition:

Definition 1.2.1

Lad P og Q veere to logiske udsagn. Da er P A Q, som udtales “P og Q”, sandt, netop nar bade P
er sandt, og Q er sandt. Pa tabelform:

P|Q|PAQ

T|T T
F|T F
T|F F
F|F F

Tabellen i denne definition kaldes en sandhedstabel for det logiske udsagn P A Q. Lad os forklare i
flere detaljer, hvordan en sddan sandhedstabel fungerer. De to variabler P og Q kan begge veere
sande eller falske uafheengigt af hinanden. Med andre ord: P og Q kan antage veerdien T eller
veerdien F uaftheengigt. Derfor er der i alt fire tilfeelde at overveje for:

1) P og Q antager begge veerdien T,



Kapitel 1 |||| 1.2 KOM | GANG MED UDSAGNSLOGIK 3

2) P antager veerdien F, og Q antager veerdien T,
3) P antager veerdien T, og Q antager veerdien F,

4) P og Q antager begge veerdien F.

For hver af disse fire muligheder angiver sandhedstabellen for P A Q, hvilken veerdi P A Q antager.
Hvis P for eksempel antager veerdien T, og Q antager veerdien F, kan vi afleese i den tredje reekke i
sandhedstabellen, at P A Q antager veerdien F. Dette er grunden til, at sandhedstabellen for P A Q
har fire reekker. Hver reekke angiver, hvilken veerdi P A Q antager, hvis P og Q hver iseer antager
specifikke veerdier.

Mere komplicerede logiske udsagn har ogséa en sandhedstabel. Her er et eksempel:

Eksempel 1.2.1

Lad P, Q, R veere tre logiske udsagn. Betragt nu det logiske udsagn P A (Q A R). Vi har sat
parenteser omkring Q A R for at tydeliggere, at vi betragter P kombineret med Q A R ved hjelp
af A. Det logiske udsagn (P A Q) A R ser umiddelbart lignende ud men er strengt taget ikke det
samme som P A (Q A R)!

For at bestemme, hvorndr P A (Q A R) er sandt, og hvornar det er falsk, benytter vi Definition
1.2.1 og bestemmer dets sandhedstabel. Da vi nu har tre variabler, vil sandhedstabellen indeholde
otte raekker: en raekke for hver mulig kombination af veerdier antaget af P, Q og R. Derfor starter
tabellen saledes:

PIQ|R
T|T|T

|| = | =]
| 3| | | | =
| | | | |

FE|E|FE
Da P A (Q A R) bestér af P og Q A R, er det praktisk forst at tilfeje en kolonne til Q A R. For

at udfylde de veerdier, Q A R antager i hver af de otte reekker, benytter vi Definition 1.2.1. At de
logiske udsagn i Definition 1.2.1 blev kaldt P og Q, er uden betydning, og definitionen kan ogsa
anvendes pa de logiske udsagn Q og R. For eksempel antager bade Q og R veerdien T i de forste
to reekker, hvilket ifolge Definition 1.2.1 betyder, at ogsa Q A R antager veerdien T dér. I den tredje
og fierde reekke antager Q veerdien F og R veerdien T. Derfor antager Q A R veerdien F i disse
reekker. Vi fortseetter pa denne made og far:

P|Q|R|QAR

T|T|T T
F|T|T T
T|F|T F
F|F|T F
T|T]|F F
F|T|F F
T|F|F F
F|F|F F

Herefter tilfajer vi en kolonne til P A (Q A R) og bestemmer sandhedsveaerdierne, som udsagnet
antager for hver af de otte raekker. Antag for eksempel, at (P, Q, R) antager veerdierne (F, T, T),
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svarende til veerdierne i sandhedstabellens anden raekke. Sa ser vi i den kolonne, vi netop har
bestemt, at Q A R antager veerdien T. Anvendes Definition 1.2.1 pa de logiske udsagn P og Q A R,
ser vinu, at P A (Q A R) antager vaerdien F. Vi fortsaetter pd denne made og bestemmer hele
kolonnen for P A (Q A R), hvilket fuldferer sandhedstabellen:

P|Q|R|QAR|PA(QAR)

T|T|T T T

| | | T
M| | | | |
| | | |
M| M| Y| | |
M| Y| Y| Y| | |t

Vi kan opfatte A som en logisk operator: givet to logiske udsagn P og Q producerer den et nyt
logisk udsagn P A Q, uanset hvor komplicerede P og Q matte veere. I dette lys kaldes A typisk
konjunktion, og P A\ Q kaldes konjunktionen af P og Q.

Lad os introducere nogle flere logiske operatorer. I Eksempel 1.1.1 ved vi, at alle etiketter er
forkerte til at starte med. Derfor har den forste krukke fra venstre ikke etiketten “ZEbler”. Den ma
derfor have den sande etiket “Begge” eller “Peerer”. Dette formaliseres i den neeste definition.

Definition 1.2.2

Lad P og Q veere to logiske udsagn. Da er P V Q, som udtales “P eller Q”, defineret ved folgende
sandhedstabel:
Pl Q|PVQ

T|T T
F|T T
T|F T
F|F F

Operatoren V kaldes disjunktion og P vV Q disjunktionen af P og Q. En tredje logisk operator er
negationen af et logisk udsagn. Vi har allerede berort dette i Eksempel 1.1.1, hvor vi fik givet, at
etiketterne er forkert placeret. For eksempel er den sande etiket pa den midterste krukke derfor
ikke “Begge”. Et udsagn som x # 0 er simpelthen negationen af udsagnet x = 0. Lad os definere
negationsoperatoren formelt.

Definition 1.2.3

Lad P veere et logisk udsagn. Da er =P, som udtales “ikke P”, defineret ved folgende sandhedstabel:
P|-P

T]
F

| F
T

Som operator kaldes — for negation, og —P kaldes derfor ogsa negationen af P. Vi har nu rigeligt
med ingredienser til at kunne opstille adskillige logiske udsagn. Lad os overveje et eksempel.

Eksempel 1.2.2

Betragt det logiske udsagn PV (Q A =P). Vi vil bestemme dets sandhedstabel. Da vi kun har
to variable P og Q, vil denne sandhedstabel indeholde fire reekker. I PV (Q A =P) indgér det
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simplere logiske udsagn Q A =P, som igen indeholder det logiske udsagn —P. For at kunne

bestemme sandhedstabellen for PV (Q A —P) giver det derfor mening at tilfeje en kolonne til =P

og en til Q A =P, hvorved vi gradvist arbejder os hen imod at have bestemt sandhedsveerdierne

for hele det logiske udsagn P vV (Q A —P). Saledes bliver resultatet folgende:
P|Q|-P|QA-P|PV(QA-P)

T|T| F F T
F|T| T T T
T|F| F F T
F|F| T F E

Lad os sammenligne vores fundne sandhedstabel med sandhedstabellen for P V Q i Definition
1.2.2. For givne sandhedsveerdier af P og Q er sandhedsveerdierne af PV (Q A —P) og P V Q altid
de samme! Med andre ord: hvis vi kun betragter de tre kolonner i vores fundne sandhedstabel,
der svarer til P, Q og PV (Q A —P), far vi preecis samme tabel som sandhedstabellen i Definition
1.2.2. To logiske udsagn, der ser forskellige ud, kan dbenbart have samme sandhedstabel.

1.3 Logisk konsekvens og eekvivalens

De logiske operatorer, vi har introduceret indtil videre, -, A og V, gor det muligt at skrive
adskillige logiske udsagn pa en preecis made. Pointen med logik er dog at gere argumenter og
reesonnementer mere praecise. Vi vil gerne veere i stand til at sige noget i retning af, hvis P er
sandt, kan vi konkludere, at ogsd Q er sandt. For eksempel, hvis x > 0, er ogsa x > —1. Dette kan
formaliseres ved brug af det logiske symbol =, kaldet en implikation, med skrivemaden P = Q
ved folgende definition:

Definition 1.3.1
Det logiske udsagn P = Q defineres ved folgende sandhedstabel:

PlQ|P=Q
T[T T
F|T T
T|F F
F|F T

I almindeligt sprog udtaler man typisk P = Q som “P medferer Q" eller “hvis P, sd Q”. Det kan
blive nodvendigt at skrive det logiske udsagn P = Q som Q <« P.

Vi vil betegne to sarlige typer logiske udsagn ved T og F. Det logiske udsagn T representerer en
pastand, der altid er sand, som for eksempel pastanden 5 = 5. Et sadant logisk udsagn kaldes en
tautologi. I modseetning hertil repraesenterer det logiske udsagn F en péstand, der altid er falsk,
som for eksempel 5 # 5. Dette kaldes en modstrid. Teenker vi i implikationer, betyder pastanden,
at P = Q altid er sandt for givne logiske udsagn P og Q, faktisk, at P = Q er en tautologi. Hvis
P = Q er en tautologi, viser sandhedstabellen for implikationen i Definition 1.3.1, at hvis P er
sandt, er ogsa Q sandt.

Hvis P = Q er en tautologi, siges Q at veere en logisk konsekvens af P, alternativt at Q medferes af
P, pa engelsk ‘Q is implied by P’, hvilket forklarer brugen af begrebet implikation for symbolet =-.
Lad os se pé et eksempel pé logisk konsekvens.
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Eksempel 1.3.1

Lad P og Q veere logiske udsagn. Vi pastar nu, at det logiske udsagn P V Q er en logisk konsekvens
af P. Vi kan vise pastanden ved at vise, at det logiske udsagn P = (P V Q) altid er sandt, med
andre ord at P = (P Vv Q) er en tautologi. Vi bestemmer sandhedstabellen for P = (P V Q) ved
pé seedvanlig vis ferst at opskrive alle kombinationer af sandhedsveerdier for P og Q:

P1Q

T|T
F|T
T|F
F|F

Derneest tilfejer vi en kolonne til P Vv Q for at gere det nemt for os selv, da det forekommer i det
mere komplicerede udsagn P = (P V Q), som vi skal arbejde os hen imod. Ved brug af Definition
1.2.2 skriver vi:

P|Q|PVQ

T|T T
F|T T
T|F T
F|F F

Nu tilfgjes en kolonne til P = (P V Q), og ved brug af Definition 1.3.1 bestemmes dens
sandhedsveerdier ud fra veerdierne af P og P V Q. Resultatet er den sandhedstabel, vi ensker at

bestemme:
P|Q|PVQ|P=(PVQ)

T| T T T
F|T T T
T|F T T
F|F F T

Da kolonnen tilherende udtrykket P = (P V Q) kun indeholder T’er, kan vi konkludere, at
P = (PV Q) er en tautologi. Vi har hermed vist, at det ganske rigtigt geelder, at P altid medferer
PV Q, med andre ord at PV Q er en logisk konsekvens af P.

Steerkere end en implikation er det, der er kendt som en biimplikation, betegnet ved <> og defineret
som felger:

Definition 1.3.2

Det logiske udsagn P < Q, som udtales “P hvis og kun hvis Q”, er defineret ved felgende
sandhedstabel:

P|Q|P&Q
T[T T
F|T F
T|F F
F|F T

Seetningen “P hvis og kun hvis Q” for det logiske udsagn P < Q kan opdeles i to dele, nemlig
“P hvis Q” og “P kun hvis Q”. Den forste del, “P hvis Q”, forteeller blot, at P <= Q, mens “P kun
hvis Q” kan koges ned til udsagnet P = Q. Dette forklarer begrebet biimplikation for symbolet
< to implikationer er kombineret i ét symbol. Senere i Seetning 1.3.4, Ligning (1.22) kommer vi
til at se en mere formel made at udtrykke en biimplikation pa som to implikationer.
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Eksempel 1.3.2
I Eksempel 1.2.2 s4 vi, at sandhedstabellen for P \V Q er identisk med den for P V (Q A —P). Hvad
betyder dette for sandhedstabellen for det logiske udsagn (P V Q) < (P V (Q A —P))? Lad os

udvide tabellen i Definition 1.2.2 med resultatet fra Eksempel 1.2.2:
P|Q|PVQ|PV(QA-P)

T| T T T
F|T T T
T|F T T
F|F F I8

En kolonne til det logiske udsagn (P V Q) < (P V (Q A —P)) tilfejes tabellen, og ved brug af
Definition 1.3.2 udfyldes kolonnen til folgende resultat:
P|Q|PVQ|PV(QA-P)|(PVQ) & (PV(QA-P))

T| T T T T
F|T T T T
T|F T T T
F|F F F T

Da den yderste kolonne kun indeholder T’er, kan vi konkludere, at (PV Q) < (PV (Q A —P)) er
en tautologi.

Pointen er nu, at hvis R < S er en tautologi for nogle, muligvis komplicerede, logiske udsagn
R og S, sd har R og S samme sandhedstabel. Med andre ord: hvis R er sandt, sa er ogsa S sandt,
og omvendt hvis S er sandt, sd er ogsa R sandt. Hvis R < S er en tautologi, siges de logiske
udsagn R og S derfor at veere logisk aekvivalente. I Eksempel 1.3.2 kan vi konkludere, at de logiske
udsagn PV Q og PV (Q A —P) er logisk eekvivalente. Pointen med eksempelet var at vise, at man
nogle gange kan omskrive en logisk pastand til en enklere form. Der findes adskillige ganske
praktiske tautologier, der kan benyttes til at omskrive logiske udsagn til en enklere form. Vi
oplister herunder som en start nogle, der omhandler konjunktion, disjunktion og negation.

Saetning 1.3.1
Lad P, Q og R veere logiske udsagn. Da er alle folgende udtryk tautologier.
PAP & P (1.1)
PVP & P (1.2)
PANQ & QAP (1.3)
PVQ & QvVP (1.4)
PA(QAR) & (PAQ)AR (1.5)
PV(QVR) & (PVQ)VR (1.6)
PA(QVR) & (PAQ)V(PAR) (1.7)
PV(QAR) & (PVQ)A(PVR) (1.8)

Bevis. Vi kan bevise, at de neevnte logiske udsagn er tautologier, ved at bestemme deres
sandhedstabeller. Det ville fylde temmelig mange sider at gore for dem alle, sa lad os blot bevise
én af dem her, nemlig Ligning (1.5). Vi ensker dermed at vise,at PA (QAR) < (PAQ)ARer
en tautologi. I Eksempel 1.2.1 bestemte vi sandhedstabellen for P A (Q A R), s& vi undlader at
gentage det her. Vi skal her blot bestemme sandhedstabellen for (P A Q) A R, hvilket kan gores
ligesom for P A (Q A R) i Eksempel 1.2.1. Derefter vil vi kunne bestemme sandhedstabellen for
PA(QAR) < (PAQ) AR ved hjelp af Definition 1.3.2. Resultatet bliver folgende:
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PI|Q|R|[PA(QAR)|[PAQ|(PAQAR|[PA(QAR) < (PAQ)AR
TITI[T T T T T
F|T|T F F F T
TIE[T F F F T
F|F|T F F F T
T|T|F F T F T
F|T|F F F F T
T|F|F F F F T
F|F|F F F F T

Vi ser, at det logiske udsagn P A (Q AR) < (P A Q) A R kun antager sandhedsveerdien T, uanset
hvilke veerdier P, Q og R antager. Derfor kan vi konkludere, at PA (QAR) < (PAQ) AReren
tautologi.

Alle de andre péstande i seetningen kan vises pa samme vis, hvilket vi undlader at gore her.
Lzseren opfordres til selv at bevise mindst én pastand mere. O

I ord siger Ligning (1.6), at ndr man bestemmer disjunktionen af tre logiske udsagn, betyder
placeringen af parenteserne ikke noget. Derfor vil man typisk helt udelade parenteserne og
skrive PV Q V R. Tilsvarende siger Ligning (1.5), at ogsa for konjunktionen af tre logiske udsagn
kan parenteserne placeres frit, hvorfor man ogsa typisk skriver P A Q A R uden nogen risiko
for tvetydighed. Men dette eendrer sig, hvis bade konjunktion og disjunktion forekommer i det
samme udtryk. S& betyder parenteserne noget. Lad os se pa et eksempel.

Eksempel 1.3.3

Betragt de logiske udsagn (P A Q) VR og P A (QV R). Vi haevder, at disse ikke er logisk
axkvivalente. Dette kan vises ved bestemmelse af deres sandhedstabeller. Men for at vise,
at to logiske udsagn ikke er logisk aekvivalente, kan vi faktisk nejes med blot at finde nogle
eksempelveerdier for P, Q og R, for hvilke (P A Q) V R og P A (Q V R) ikke begge er sande og
ikke begge er falske. Lad os for eksempel undersoge, hvornar (P A Q) V R er falsk. Dette sker,
netop ndr P A Q er falsk, og R er falsk. Derfor er (P A Q) V R falsk, netop hvis P og Q ikke begge
er sande, og R er falsk. Samtidig er P A (Q V R) falsk, nér P er falsk. Hvis (P,Q, R) antager
verdierne (F T, T),sa er (P A Q) V R derfor sandt, men P A (Q V R) er falsk. Dette betyder, at der
i sandhedstabellen for de to udtryk er en reekke, der ser saledes ud:
P|Q|R|...|(PANQ)VR|PA(QVR)

I;T\T\...\ T \ F

Dette er nok til at konkludere, at de logiske udsagn (P A Q) V R og P A (Q V R) ikke er logisk
ekvivalente. Hvis de var det, ville det logiske udsagn (P A Q) VR < P A (QV R) vere en
tautologi og derfor kun tage veerdien T, men vi har nu set, at dens sandhedstabel vil indeholde

folgende raekke:
P|Q|R|...|(PAQVR|PA(QVR)|(PANQ)VR& PA(QVR)
F T[T]...] T \ F \ F

Vi har derfor, at det logiske udsagn (P A Q) VR < P A (Q V R) ikke er en tautologi, og derfor,
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at de logiske udsagn (P A Q) V Rog P A (Q V R) ikke er logisk eekvivalente.

Der findes flere nyttige tautologier til arbejdet med logiske udsagn. Ud over konjunktionen A og
disjunktionen V involverer de folgende ogsa negationen —. Vi overlader beviserne til leeseren.

Saetning 1.3.2
Lad P, Q og R veere logiske udsagn. Da er alle folgende udtryk tautologier.
Pv—-P & T (1.9)
PAN-P & F (1.10)
P < —(-P) (1.11)
-~(PVQ) & -PA-Q (1.12)
~(PANQ) & -PV-Q (1.13)
-T & F (1.14)
-F & T (1.15)

Identiteterne (1.12) og (1.13) kaldes De Morgans love. Der findes ogsa et par tautologier, der
beskriver, hvordan A og V opferer sig i kombinationer med tautologier og modstridigheder. Igen
overlader vi beviserne for disse til leeseren.

Seetning 1.3.3

Lad P, Q og R veere logiske udsagn. Da er alle folgende udtryk tautologier.
PVF & P (1.16)
PANT & P (1.17)
PAF & F (1.18)
PVT & T (1.19)

Listerne over tautologier i Seetningerne 1.3.1, 1.3.2 og 1.3.3 kan ofte hjeelpe med omskrivning af
logiske udsagn til en logisk aekvivalent form. Lad os se pa et eksempel.

Eksempel 1.3.4

Betragt som i Eksemplerne 1.2.2 og 1.3.2 det logiske udsagn P V (Q A —P). Vi har allerede set, at
det er logisk aekvivalent med P V Q. Lad os bevise det ved hjelp af Seetning 1.3.1 som et alternativ
til at bestemme sandhedstabeller. Forst og fremmest ser vi ved hjeelp af Ligning (1.8), at

PV(QA—-P) < (PVQ)A(PV-P).
Ved hjeelp af Ligning (1.9) konkluderer vi, at
PV(QA-P)& (PVQ)AT,
hvilket ved brug af Ligning (1.17) kan reduceres til
PV(QA-P)& PVQ.

Med andre ord, ved hjeelp af Seetning 1.3.1 kan man bevise logiske eekvivalenser uden at skulle
bestemme sandhedstabeller. Beviset af seetningen selv kraever selvfelgelig, at der bestemmes
adskillige sandhedstabeller, men det behever kun at blive gjort én gang. I matematikken er
pointen med en seetning generelt, at den indeholder et eller flere nyttige resultater med et bevis.
Nar beviset er givet, kan man benytte resultatet i seetningen hvor nedvendigt uden at skulle bevise
seetningen igen.
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Tautologierne i Seetning 1.3.1 involverer kun negation, konjunktion og disjunktion. Her er
yderligere tre, der er seerdeles nyttige, som involverer implikation og biimplikation.

Saetning 1.3.4
Lad P og Q veere logiske udsagn. Da er alle folgende udtryk tautologier.
(P=Q) & (-PVQ) (1.20)
(P=Q) & (-Q=-P) (1.21)
(P&Q) & (P=QA(QR=>P) (1.22)
P & (-P=F) (1.23)

Bevis. Ligesom med Seetning 1.3.1 kan disse pastande bevises ved bestemmelse af sandhedstabeller
for hver af dem. Dette gor vi her for den andenneevnte pastand, og beviser for de resterende
overlades til laeseren:

PlQ|P=Q|-P|[-Q|-Q=-P|(P=Q)«= (-Q=-P)
T[T T F|F T T
F|T T T | F T T
T|F F F| T F T
F|F T T[T T T

Da den hgjre kolonne kun indeholder T’er, konkluderer vi, at (P = Q) < (-Q = —P) eren
tautologi. O

Ligning (1.20) betyder, at en implikation i princippet kan udtrykkes ved hjeelp af negation og
disjunktion. Ligning (1.21) kaldes kontraposition. Dette betyder, at hvis man vil bevise, at Q er en
logisk konsekvens af P, er det nok at vise, at =P er en logisk konsekvens af =Q. Lad os se et lille
eksempel pd kontraposition.

Eksempel 1.3.5
Overvej pastanden, at der for vilkarlige reelle tal x og y geelder, at

(x-y=0)=((x=0)V(y=0)).

Denne péstand er sand, og for en gangs skyld er malet ikke at bevise den. Vi ensker blot at
undersgge, hvad kontrapositionen af en sddan pastand er.

Forst og fremmest er den givne pastand et logisk udsagn af formen P = Q, hvor P er ligningen
x -y = 0o0g Q udsagnet (x =0) V (y = 0). Med ord kan implikationen P = Q formuleres saledes:
hvis ligningen x - y = 0 geelder for nogle reelle tal x og v, sd er x = 0 eller y = 0.

Hvad er kontrapositionen af dette? Ligning (1.21) forteeller, at kontrapositionen er ~Q = —P.
Oversat til vores eksempel bliver den segte kontraposition dermed

~(x=0)V(y=0))= ~(x-y=0)

Dette kan dog reduceres en smule. Forst og fremmest kan —(x - y = 0) omskrives til x - y # 0.
Desuden kan vi ved hjeelp af Ligning (1.12), en af De Morgans love, omskrive —((x = 0) V (y = 0))
til =(x = 0) A—=(y = 0), hvilket igen kan skrives som (x # 0) A (y # 0). Derfor kan
kontrapositionen af

(x-y=0)= (x=0)V(y=0)
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skrives som
(x#0)A(y #0)) = (x-y #0).

Sagt i ord: kontrapositionen af udsagnet “hvis x -y = 0, sd er x = 0 eller y = 0” er simpelthen
“hvisx #0o0gy #0,saerx-y #0".

Denne sidstneevnte pdstand er en sand pdstand, da den er logisk aekvivalent med den sande
pastand, vi startede med i dette eksempel.

Ligning (1.22) siger, at to logiske udsagn er logisk eekvivalente, netop hvis de er logiske
konsekvenser af hinanden. Ganske ofte er det lettere at vise, at P = Q og Q = P er sande
hver for sig, end at vise direkte, at P < Q er sand. Ogsd Ligning 1.23 benyttes af og til til at bevise
logiske udsagn: i stedet for at vise, at P er sandt, antager man, at P er falsk, og prever derefter
at opna en modstrid. Hvis man opnér en modstrid, kan man konkludere, at =P = F er sand.
Ligning (1.23) viser sa, at P dermed ogsé er sandt. Denne metode kaldes et modstridsbevis.

I senere kapitler vil vi regelmeessigt benytte Ligningerne (1.21), (1.22) og (1.23), nar forskellige
matematiske udsagn undersoges. I neeste afsnit vil vi desuden vise anvendelser af logik i
matematikken.

1.4 Anvendelsen af logik i matematikken

Logik kan hjeelpe, nar matematiske problemstillinger skal loses, og nar det matematiske
reesonnement skal tydeliggeres. I dette afsnit giver vi en reekke eksempler pa dette.

Eksempel 1.4.1

Sporgsmal: Bestem alle reelle tal x, saledes at —x < 0 < x — 1.
Svar: —x < 0 < x — 1 er faktisk en forenklet udgave af det logiske udsagn

—x<0 AN 0<x-—1.

Den forste ulighed er logisk sekvivalent med uligheden x > 0, mens den anden er aekvivalent med
x > 1. Derfor er et reelt tal x en losning, hvis og kun hvis

x>0 AN x2>1.

Svaret er derfor alle reelle tal x, sdledes at x > 1.

Eksempel 1.4.2

Sporgsmdl: Bestem alle reelle tal x, sdledes at 2|x| = 2x + 1. Her betegner |x| absolutveerdien af x.

Svar: Hvis x < 0,sd er |[x| = —x, mens hvis x > 0, sd er |x| = x. Derfor er det praktisk at
overveje tilfeeldene x < 0 og x > 0 hver for sig. Mere formelt har vi folgende sekvens af logisk
eekvivalente udsagn:
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2]x| =2x+1

=~

2|x| =2x+1 A (x<0 VvV x>0)

=

2lx]=2x+1 A x<0) v 2lx]=2x+1 A x>0)
=

(=2x=2x+1 A x<0) \Y 2x=2x+1 A x>0)
=

(-4x=1 A x<0) V 0=1 A x>0)

=

(x=-1/4 N x<0) Y (F N x>0)

=

x=-1/4 Vv F

=

x=—1/4

Den eneste losning til ligningen 2|x| = 2x + 1 er derfor x = —1/4.

Eksempel 1.4.3

Spergsmal: Bestem alle ikke-negative reelle tal, saledes at /x = —x.

Observation: Det er fristende at oplofte begge sider i anden potens, hvilket ville resultere i
x = x?, og derefter konkludere, at x = 0 og x = 1 er lgsningerne til ligningen /x = —x. x = 0 er
ganske rigtigt en losning, men x = 1 er faktisk ikke, da v/1 # —1. Hvad gik galt?

Svar: Reesonnementet ovenfor viser, at hvis x opfylder ligningen \/x = —x, sd er x = x2,

hvilket igen medferer, at x = 0 eller x = 1. Derfor er folgende udsagn helt korrekt:
(Vx=—-x)=(x=0Vx=1).

I den forstand gik intet galt, og enhver losning til ligningen /x = —x skal ganske rigtigt vere
enten x = 0 eller x = 1. Hvad der kan forvirre, er, at dette slet ikke betyder,at x = 0 og x =1
begge er losninger til ligningen /x = —x. Dette ville nemlig svare til udsagnet

(x=0vx=1)= (vx=—x),

hvilket ikke er, hvad vi har vist, og faktisk er det ikke sandt. For at lese opgaven, skal vi blot
eftertjekke, om de fundne potentielle losninger x = 0 og x = 1 virkelig er losninger. Vi far da, at
x = 0 er den eneste losning.

1.5 Epilog: det logiske problem om etiketter og krukker

Lad os vende tilbage til problemet med krukker og etiketter fra forste afsnit.

Eksempel 1.5.1

Lad os ved P;(A) betegne udsagnet, at den venstre krukke har den sande etiket “Zbler”. Pa
samme mdde kan vi ved P; (B), henholdsvis P (P), betegne udsagnet, at den venstre krukke har
den sande etiket “Begge”, henholdsvis “Peerer”. Vi ved sd, at P;(B) V P;(P) altid er sandt, da
den venstre krukke ikke kan have etiketten “ZEbler”. Ligeledes kan vi for den midterste krukke
introducere P,(A), P,(B) og P>(P) som betegnelser for udsagnene, at den midterste krukke har
den sande etiket “Zbler”, “Begge” eller “Paerer”, og konkludere, at P,(A) V P>(P) er et sandt
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udsagn. Igen for den hejre krukke far vi, at P3(A) V P3(B) er et sandt udsagn. Vi konkluderer, at
(P1(B) V P1(P)) A (P2(A) V Pa(P)) A (P3(A) V P3(B)) (1.24)

altid er sandt. Ved anvendelse af Ligning (1.7) gentagne gange kan vi omskrive dette til det logisk
ekvivalente udsagn

(P1(B) A P2(A) AP3(A)) V. (Pi(B) A P2(A) AP3(B)) \
(P1(B) A Po(P) A P3(A)) vV (Py(B) AP,(P) A P5(B)) \
(P1(P) AP (A)AP5(A)) VvV (P(P)AP(A)AP3(B)) V
(P1(P) A Po(P) A P3(A)) V. (P1(P) A P2(P) A P3(B)).

Dette udsagn er stadig sandt, da det er logisk sekvivalent med udsagnet fra Ligning 1.24. Da vi
ved, at hver etiket skal anvendes netop én gang, kan et udsagn som P; (B) A P,(A) A P3(A), hvor
den samme etiket optraeder to gange, ikke vaere korrekt, hvilket vil sige, at det er en modstrid. Da
disjunktion absorberer modstridigheder, hvilket Ligning (1.16) viser, konkluderer vi derfor, at

(P1(B) NP2 (P) AP3(A)) v (Pi(P) AP2(A) AP3(B)) (1.25)

nedvendigvis altid er sandt.

Dette viser, at der kun er to mulige korrekte méader at meerke krukkerne pa. Dette er ganske
nyttig viden, da vi ikke har trukket frugt endnu! Lad os nu undersoge, hvad effekten af at traekke
fra en krukke er. Hvis vi treekker fra den venstre krukke, leerer vi ikke meget om etiketten pa den
krukke. Da den sande etiket er “Begge” eller “Peerer”, ved vi, hvis vi traekker et aeble fra den, at
den sande etiket ikke kan veere “Peerer”, men hvis vi treekker en peere fra den, kunne den sande
etiket stadig veere “Begge” eller “Peerer”. Ligeledes kan et traek fra den hejre krukke heller ikke
med sikkerhed fastsld krukkens sande etiket. Situationen er anderledes for den midterste krukke.
Da den sande etiket pd den midterste krukke er “ZEbler” eller “Peerer”, ved vi, at hvis vi treekker
et able fra den, kan dens sande etiket ikke vaere “Peaerer”. I det tilfeelde vil etiketten skulle veere
“/Zbler”. Ligeledes, hvis vi traekker en peere fra den midterste krukke, er dens sande etiket “Peerer”.
Vi er dermed kommet frem til folgende losningsmetode til problemet:

Losning:

Trin 1: Treek fra den midterste krukke. Da vi ved, at alle etiketter er forkerte, indeholder den
midterste krukke, der har etiketten “Begge”, enten kun aebler eller kun peerer. Hvis vi treekker
et @ble fra den midterste krukke, kan vi konkludere, at den korrekte etiket skulle have veeret
“/Zbler”, mens vi, hvis vi traekker en paere fra den midterste krukke, kan konkludere, at den
korrekte etiket skulle have veeret “Paerer”.

Trin 2: Vi ved, at det logiske udsagn i Ligning 1.25 altid er sandt. Dette medferer, at hvis vii trin
1 fandt den korrekte etiket for den midterste krukke til at veere “Zbler”, sa er P;(P) A P,(A) A P3(B)
sandt, mens hvis den korrekte etiket pa den midterste krukke blev identificeret som “Peerer” i trin
1,sd er P1(B) A P»(P) A P3(A) sandt.

Konklusion: Vi behover kun at treekke én gang! Derefter kan vi placere alle tre etiketter korrekt.
Desuden har vi fundet frem til en simpel, trinvis procedure til at bestemme den korrekte meerkning.
Dette er et eksempel pa, hvad man kalder en algoritme. Vi kan opskrive proceduren som en
computer-algoritme som folger:

Algoritme 1 Etiketidentifikator

Treek fra krukken meerket “Begge”, og betegn resultatet ved R.
if R = aeble then

Identificér etiketterne pd krukkerne som “Peerer”,”ZAbler”,”Begge”,
else

Identificér etiketterne pd krukkerne som “Begge”,“Paerer”,” ZAbler”.
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Bemeerk, at vi i pseudo-kode som her fastholder klassiske engelske betegnelser for kodespeci-
fikke udtryk sd som if-then-else-betingelser.

Der findes adskillige gader af denne type. Her er endnu en. Du er velkommen til at prove at lose
den selv, for du leeser losningen.

Eksempel 1.5.2

En politibetjent undersoger et indbrud og har kunnet indsneevre antallet af misteenkte til tre.
Betjenten er helt sikker pa, at en af disse tre har begdet forbrydelsen, og at gerningsmanden
arbejdede alene. Under afheringerne kommer de tre misteenkte hver iseer med felgende udtalelser:

Misteenktl: “Misteenkt2 gjorde det”;
“Jeg var der ikke”;
“Jeg er uskyldig”
Misteenkt2:  “Misteenkt3 er uskyldig”;
“Alt, hvad Mistenktl1 sagde, er logn”;
“Jeg gjorde det ikke”
Misteenkt3:  “Jeg gjorde det ikke”;
“Misteenkt] lyver, hvis han sagde, at han ikke var der”;
“Misteenkt2 lyver, hvis han sagde, at alt, hvad Misteenkt1 sagde, er lagn”

Forvirret gar politibetjenten til sin chef, politikommisseeren. Politikommisseeren siger: “Jeg kender
disse misteenkte ret godt, og hver eneste af dem lyver altid mindst én gang i deres udtalelser.”
Kan du hjelpe politibetjenten med at finde ud af, hvilken misteenkt der er skyldig i indbruddet?

Losning: Lad os introducere nogle logiske udsagn for at kunne analysere situationen. Forst og
fremmest er P; udsagnet “Misteenkt]l gjorde det”, og pd samme made star P, for “Misteenkt2
gjorde det” og P5 for “Misteenkt3 gjorde det”. Med denne notation pa plads har vi, at

PLVP, VP,

er sandt, da politibetjenten er helt sikker p4, at en af de tre misteenkte begik indbruddet.
Lad os nu analysere udtalelserne fra de misteenkte:

Udtalelse fra Misteenkt1:

“Mistenkt2 gjorde det”;  dette er bare P,
“Jeg var der ikke”; vi kalder dette Ry
“Jeg er uskyldig”; dette svarer til —=P;

Lad os tage politikommissaerens input med i overvejelserne: alle tre misteenkte har lojet mindst én
gang i deres udtalelser. Altsa lyver Misteenktl om mindst én af sine tre pastande, hvilket betyder,
at =P, V =Ry V —(—=DPy) er et sandt udsagn. Ved hjelp af Ligning (1.11), konkluderer vi, at ogsé

—~P,V =Ry VP
er et sandt udsagn.

Udtalelse fra Mistaenkt2:

“Misteenkt3 er uskyldig”; dette er —P;

“Alt, hvad Misteenktl sagde, er logn”;  dette svarer til =P, A =Ry A P;
“Jeg gjorde det ikke”; dette er =P,
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Lad os igen inddrage politikommissaerens input. For Misteenkt2 far vi, at P3 V = (=P, A 7R3 A
P;) V P, er et sandt udsagn. Man kan reducere dette udtryk ved hjeelp af Seetning 1.3.1. Forst
og fremmest er udsagnet —=(—=P, A =Ry A Pp) logisk eekvivalent med —(=P,) V =(=Ry) V =P),
som igen er logisk aekvivalent med P, V Ry V =P ifelge Ligning (1.11). Erstattes dette med det
oprindelige udsagn, ser vi, at P3 V (P, V Ry V =P;) V P, er et sandt udsagn. Ved at reducere P, V P,
til P, ved brug af Ligning (1.2) far vi, at ogsa

P3V Py VRV Py

er et sandt udsagn.

Udtalelsen fra Misteenkt3 er lidt indviklet, sa for vi samler hans udsagn i en tabel, tager vi et
kig pa hans to sidstneevnte udsagn. Andennzevnte udsagn fra Misteenkt3 er, at “Misteenktl lyver,
hvis han sagde, at han ikke var der”. Med andre ord: “Misteenktl var der ikke” = “Misteenkt1
lyver”. Men politikommisseren har allerede fortalt os, at udsagnet “Misteenkt1 lyver” altid er
sandt. Dette betyder, at implikationen “Misteenktl var der ikke ” = “Mistaenkt] lyver” er et sandt
udsagn. Ligeledes er det tredje udsagn fra Misteenkt3, at “Misteenkt2 lyver, hvis han sagde, at alt,
hvad Misteenkt1 sagde, er logn”, sandt. Derfor giver det andet og tredje udsagn fra Misteenkt3 os
ikke nogen information, som vi ikke allerede vidste.

Udtalelse fra Mistaenkt3:

“Jeg gjorde det ikke”; dette er = P;
“Misteenktl lyver, hvis han sagde, at han ikke var der”;

“Misteenkt? lyver, hvis han sagde, at alt, hvad Misteenkt1 sagde, er logn;

Lad os for tredje gang overveje politikommisserens input. Forst og fremmest medforer dette
input, at andet og tredje udsagn fra Misteenkt3 er sande, da vi ved, at Misteenktl og Misteenkt2
lyver. Da Misteenkt3 ifelge samme input fra politikommisseeren lgj, konkluderer vi, at =P; ma
veere en logn. Med andre ord, P; ma veere sandt.

Samler vi det hele, har vi nu bestemt, at felgende alle er sande: Py V P, V P3, =P, V =Ry V P,
Py Vv P, V Ry V =P;, P;s. Det faktum, at P; er sandt, medferer straks, at den eneste mulighed
er, at Misteenkt3 har begdet indbruddet, og at Misteenktl og Misteenkt2 som folge heraf er
uskyldige. Men vi ber stadig kontrollere, om alle de andre udsagn i dette tilfeelde rent faktisk er
sande. Hvis ikke, ville dette betyde, at der ikke findes nogen losning, og at politibetjenten eller
politikommissaeren tager fejl. Forst og fremmest, hvis P; antager veerdien T, sa vil P; V P, V P3 og
P3P, V Ry V —P; veere sande jeevnfer definitionen af disjunktion. Dette efterlader =P, V =Ry V P;.
Da Misteenkt? er uskyldig, antager P, veerdien F, og som en konsekvens heraf antager —P, veerdien
T. Derfor er =P, V =Ry V P; et sandt udsagn. Dette betyder, at der ikke er nogen modstrid. Politiet
ber anholde Misteenkt3!



llll Kapitel 2

Maengder og funktioner

2.1 Maengder

Begrebet meaengde er grundleeggende i matematikken, og derfor vil vi behandle noget terminologi
og notation vedrerende meengder i dette afsnit.

Grundleeggende er en meengde A en mdde at samle elementer i et “bundt” pd, som udger ét objekt.
Hvis vi som et eksempel vil opskrive en meengde bestdende af tallene 0 og 1, skriver vi {0,1}.
Dette er et eksempel pd en maengde med to elementer. Elementerne behover ikke at veere tal men
kunne i princippet veere hvad som helst. Gentagelse af elementer gor ikke en meengde storre,
forstaet sadan at hvis et element optraeder to eller flere gange i en meengde, kan alle dets dubletter
fjernes. For eksempel har man {0,0,1} = {0,1} og {1,1,1,1} = {1}. Ogsa den raekkefolge, hvori
elementerne er opskrevet i en meengde, er uden betydning. Derfor er for eksempel {0,1} = {1,0}.

Nogle meaengder af tal bruges sa ofte, at der findes en standardnotation for dem:

N=1{1,2,...} meengden af naturlige tal,
Zz={.,-2,-1,012,...} mangden af heltal,

0g
R meengden af alle reelle tal.

At sige, at a tilhorer eller er et element i meengden A, udtrykkes som: a € A. Nogle forfattere
foretraekker at skrive maengden forst og derefter elementet, altsd A > a i stedet fora € A. Hvis et
element a ikke tilhorer meengden A, kan man benytte negationen fra udsagnslogikken og skrive
—(a € A). Dette kan dog ogsa skrives som a ¢ A. Hvis to elementer tilherer samme maengde,
altsa for eksempel a1 € A og ay € A, vil man typisk skrive a;,a; € A.

Eksempel 2.1.1

Vihar,at1 € N ogat —1 € Z, mens —1 ¢ IN. Derudover har vi, at 7 € R, mens = ¢ Z, da
T ~ 3.1415 ikke er et heltal.

En meengde bestemmes af dets elementer, hvilket betyder, at to meengder A og B er ens, A = B,
hvis og kun hvis de indeholder de samme elementer. Med andre ord er A = B, hvis og kun hvis
der for alle elementer a geelder, ata € A < a € B. Hvis A og B er maengder, kaldes B en delmaengde
af A, hvis ethvert element i B ogsa er et element i A. Seedvanlig notation for dette er B C A. Med

16
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andre ord er udsagnet B C A pr. definition sandt, hvis og kun hvis udsagneta € B=a € Aer
sandt for alle elementer 4. Naturligvis er A C A, da implikationena € A = a € A er sand for alle
a. I stedet for at skrive B C A kan man ogsa skrive A O B.

Den tomme mangde er maengden, der ikke indeholder nogen elementer overhovedet. Den betegnes
seedvanligvis ved @, inspireret af bogstavet J fra det danske og norske alfabet. Nogle forfattere
bruger {} for den tomme mengde, men vi vil altid benytte notationen @ for den. Den tomme
mangde @ er en delmeengde af enhver anden meengde A.

Hvis man ensker at understrege, at en meengde B er en delmeengde af A men ikke lig med hele A,
skriver man B C A, alternativt A D B. Endelig, hvis man vil udtrykke i en formel, at B ikke er en
delmaengde af A, kan det logiske negationssymbol — benyttes, ved at der skrives —=(B C A). Det
er dog mere almindeligt at skrive B Z A, alternativt A 2 B.

Eksempel 2.1.2

Da ethvert naturligt tal er et heltal, har vi N C Z. Ethvert heltal n € Z er ogsa et reelt tal. Derfor
erZ C R. ViharenddaIN C Z og Z C R. For at vise N C Z skal vi blot sikre os, at N C Z
(hvilket vi allerede har observeret), samt atIN # Z. Da —1 € Z, mens —1 ¢ IN, kan vi konkludere,
atIN # Z. Ligeledeser Z C R, da w € R, mens 7w ¢ Z.

En made at konstruere delmeengder af en meengde A pa er ved at veelge elementer fra det, for
hvilke et vist logisk udtryk er sandt. For notationens skyld vil vi lade P(a) betegne et sddant
logisk udtryk. Meengden {a € A | P(a)} betegner dermed netop den delmangde af A, der bestér
af de elementer a € A, for hvilke det logiske udtryk P(a) er sandt. Lad os betragte et eksempel.

Eksempel 2.1.3

Lad Z som for veere meengden af heltal. Sder {a € Z | a > 1} meengden {1,2,3,4,...}, og
{aeZ | a<3}={..,-1,01,273} Ligeledeser{uc Z | 1 <a <3} ={1,2,3}.

Eksempel 2.1.4

Blandt standardnotationerne, hvoraf vi allerede har introduceret IN, Z og IR, er endnu et eksempel
meengden Q: meengden af alle rationelle tal, det vil sige meengden af broker af heltal. Mere preecist
har vi

Qz{% | a,beZ,b;«éO}.

Dette betyder, at et element i Q kan skrives pa formen a/b, hvor bade a og b er heltal, mens b ikke
er nul. Bemeerk, at broker som 1/2 og 2/4 er ens, da 2/4 kan reduceres til 1/2 ved, at bade teeller
og naevner divideres med 2. Mere generelt er to breker a/b og c/d ens, hvis og kun hvis ad = bc.

Da ethvert heltal n € Z kan skrives som n/1, har vi, at Z C Q. Omvendt ser vi dog, at mens
1/2 € Q,sdaerl/2 ¢ Z, hvorfor vi har Z C Q. Yderligere er enhver brok af heltal et reelt tal, sa
Q C R. Det viser sig, at Q C R. En made at indse dette pa er at finde et reelt tal, der ikke kan
skrives som en brgk af heltal. Et eksempel pa et sddant reelt tal er V2, men vi vil ikke vise her,

hvorfor v/2 Z Q.

Hvis to reelle tal a og b er givet, sdledes at 2 < b, kan man definere en type af delmeengder i R, der
kaldes intervaller. Disse er:
[a,b] ={x€R | a<x<b},

[4,b[={x € R | a < x < b},
la,b)={xeR | a<x <0}
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0g
la,b[={x €R | a < x < b}.

Intervaller af formen [a, b] kaldes lukkede , mens intervaller af formen |a, b| kaldes dbne.

Man vil ogsa typisk definere
R>; ={xeR | x >a},
R, ={x€eR | x>a},
R, ={xeR | x<a}

0g
Ry ={xeR | x<a}.

Eksempel 2.1.5

Intervallet |0, 1] bestar af alle reelle tal x, der opfylder 0 < x < 1. Dette interval er hverken lukket
eller dbent. Meengden R > er maengden af alle ikke-negative, reelle tal, mens R er meengden af
alle positive, reelle tal. Notationen R | benyttes ogsa ofte til at betegne meengden af alle positive,
reelle tal.

Det foles intuitivt, at to meengder er ens, hvis og kun hvis de er delmeaengder af hinanden. Lad os
mere praecist forklare, hvorfor dette er sandt, og opskrive det som en lemma.

Lemma 2.1.1
Lad A og B veere to meengder. Da er A = B, hvis og kun hvis A C Bog A D B.

Bevis. Udsagnet A = B for to maengder A og B er logisk a&kvivalent med udsagneta € A < a € B
for alle a. Ved hjeelp af Ligning (1.22) kan vi opdele biimplikationen i to implikationer. Derefter
far vi det logisk aekvivalente udsagn (1 € A=a€ B) A (a€ A< a € B) forallea. Dette er
ekvivalent med udsagnet AC B A A DB. O

I stedet for C og O foretraekker nogle forfattere symbolerne C og D. Men endnu andre forfattere
bruger symbolerne C og O med den ovenfor beskrevne betydning af C og 2, inspireret af brugen
af < og > til angivelse af skarpe uligheder. For at undga forvirring vil vi ikke benytte symbolerne
C eller D.

Lad os nu definere nogle grundleeggende meaengdeoperationer, som vi far brug for senere hen.
Disse eksemplificeres i Eksempel 2.1.6. Som den forste definerer vi for to meengder A og B
feellesmeengden af A og B, betegnet A N B, som meaengden bestdende af alle elementer, der er bade i
A ogi B. Med andre ord:

ANB={a|aec ANa€ B}. (2.1)

ANB
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To meengder A og B kaldes disjunkte, hvis AN B = @.

A og B er disjunkte

010

Foreningsmaengden af A og B er defineret som:

AUB={a|aec AVae B}. (2:2)

AUB

Foreningsmeengden A U B kaldes en disjunkt forening af A og B, hvis ANB = @.

A U B er en disjunkt forening af A og B

Meengdedifferencen af A og B, som kan udtales A minus B, defineres ved:

A\B={a|ae ANa ¢ B}.
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A\ B

Afslutningsvis definerer vi det kartesiske produkt af A og B som meaengden:
AxB={(ab)|ac ANb € B}.

Det kartesiske produkt af to meengder A og B er simpelthen maengden af alle par (a, b), hvis forste
koordinat kommer fra A, og hvis anden koordinat kommer fra B. Det kartesiske produkt af en
mengde A med sig selv betegnes typisk A%2. Med andre ord: A> = A x A.

Vi kommer hovedsageligt til at benytte det kartesiske produkt af to maengder, men definitionen af
det kartesiske produkt udvides nemt til at involvere flere meengder end blot to. Man inkluderer
blot flere koordinater, én fra hver meengde, i det kartesiske produkt. Som et eksempel er
AxBxC = {(abc)|aec Abec Bogc € C}. Mere generelt, hvis 1 er et positivt heltal,
og A1, ..., Ay er maengder, sa er

Ay x - xAp={(ay,...,an) | a1 € Ay,...,an € Ay}.

Hvis alle meengder er ens, for eksempel Ay = A,..., A, = A, skrives typisk A" for deres
kartesiske produkt. Med andre ord:

A" =A{(ay,...,ay) |m EA,...,a, € A}. (2.3)

Lad os illustrere de introducerede maengdebegreber i et eksempel.

Eksempel 2.1.6
Lad 1,2, 3 og 4 veere de forste fire positive heltal. Sa haves felgende:

(@) {1,2} € {1,2,3} og faktisk {1,2} € {1,2,3},
(b) {1,2} D {2} og faktisk {1,2} D {2},

(© {1,4} £ {1,2,3},

) {1,2,3}n{2,3,4} = {2,3},

(e) {1,2} og {3} er disjunkte meengder,

) {1,2,3} U{2,3,4} = {1,2,3,4},

(g) {1,2,3,4} er den disjunkte forening af {1,2} og {3,4},
(h) {1,2,3}\{2,3,4} = {1},

i) {2,3,4}\{1,2,3,4} =0,

() {1,2} x{3,4} = {(1,3),(1,4),(2,3), (2,4)},
© {127 = {(1,1),(1,2), (2,1), 2,2)}.
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I Ligningerne (2.1) og (2.2) var de logiske operatorer A og V nyttige. I Seetning 1.3.1 oplistede vi
forskellige egenskaber for disse to logiske operatorer. Vi kan her benytte dem til at vise tilsvarende
egenskaber for feellesmeengder og foreningsmeengder:

Seetning 2.1.2
Lad A, B og C veere meengder. Da haves folgende:
ANA = A (2.4)
AUA = A (2.5)
AUB = BUA (2.6)
ANB = BNA (2.7)
U(BUC) = (AuB)UC (2.8)
N(BNC) = (ANB)NC (2.9)
AN(BUC) = (ANB)U(ANC) (2.10)
UBNC) = (AUB)N(AUC) (2.11)

Bevis. Lad os bevise sidstneevnte, altsa Ligning (2.11). Beviset af de resterende overlades til
leeseren. Ifelge Ligning (2.1) har vi

BNC={a|aeBAacC}.
Samtidig har vi ved anvendelse af Ligning (2.2) pa meengderne A og BN C, at
AU(BNC)={a|acAvaeBNC}

Kombineres disse to ligninger og benyttes Ligning 1.8, far vi felgende:

AU(BNC) = {a|lacAVv(aeBracC)}

{a| (ac AvaeB)AN(ac AVacC)}
{a| (ae AUB)A(a € AUC)}
(AUB)N(AUC).

Seetning 2.1.2 viser, hvordan udsagnslogikken kan benyttes til omskrivning af feellesmeengder og
foreningsmeengder. Herunder folger et eksempel omhandlende forskellen mellem meengder. Her
vil Seetningerne 1.3.2 og 1.3.3 komme til nytte.

Eksempel 2.1.7

Lad A,B og C vere tre mengder. I dette eksempel onsker vi at vise, at AN (B\C) =
(ANB)\ (ANC). Forst og fremmest har vi

AN(B\C) = {a|aeAANaeB\C(C}
= {alacAN(aeBA-(acC))}.

Vi har dog ogs4, at
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(ANB)\ (ANCQC) {a]aec ANBA-(a e ANC)}

{a|] (acANaeB)A-~(ac ANaeC)}

{a|(@ae ANaeB)AN(-(ac A)V-(aeC))}

{a|] (acANaeB)A=~(acA) V (a€cANaeB)AN=(aeC)}
{a|F VvV (a€ANaeB)A-(aeC)}

= {a| (@a€eAnaeB)A-(aeC)}

= {alacAN(aeBA-(acC))}.

Vi kan konkludere,at AN (B\ C) = (ANB)\ (ANC) er sandt.

2.2 Funktioner

Et seerdeles vigtigt begreb i matematikken er funktionen. En funktion f fra A til B, hvor A og B er
to givne meengder, tildeler til ethvert a € A et element b € B. I stedet for formuleringen “f tildeler
til a et element b” vil man oftest blot sige “f afbilder a til b”. Derfor kaldes en funktion ofte ogsa
for en afbildning. Et alternativ til “f afbilder a til b” er at sige “ f evalueret i a er lig med b”.

Meengden A kaldes funktionens definitionsmaengde, mens meengden B kaldes dens dispositions-
mangde. Bemeerk, at begreberne pa engelsk er noget anderledeslydende, nemlig domain, hen-
holdsvis co-domain. Man benytter typisk den kompakte notationsform f : A — B. Veerdien af
en funktion f i et specifikt element a betegnes f(a). Elementet f(a) kaldes billedet af a ved f,
alternativt evalueringen af f i a. At f afbilder veerdien a fra A til f(a) kan skrives kort med
notationen a — f(a). Al denne information om en funktion f kan kompakt skrives som felger:

f:A — B
a — f(a)

For eksempel kan funktionen, der oplefter et reelt tal til anden potens, opskrives som:

f:R — R
x = x?

En funktion som ovenstéende gives ofte som f : R — R, hvor f(x) = x2. Ofte siger man dog
blot, at funktionen er defineret som f(x) = x2. I sddanne tilfeelde overlades det til leeseren at
finde ud af, hvad definitionsmeengden og dispositionsmeengden for funktionen er. Sa vidt det
er muligt, vil vi altid tydeligt angive definitionsmeengde og dispositionsmaengde for funktioner.
Hyvis definitionsmeengden og dispositionsmeengden vaelges til at veere samme meengde A, kan
man definere identitetsfunktionen id 4 pa A. Dette er funktionenids : A — A, sdledes ata — a.

Billedet, ogsa kaldet vardimaengden, af en funktion f : A — B er en vigtig betegnelse, der
defineres som meaengden af alle elementer i B der kan skrives pa formen f(a). Med andre ord:
f’s billedmaengde er maengden {b | b = f(a) for et eller andet a € A}. Mere kompakt skrives
nogle gange blot {f(a) | a € A} for denne meengde. Billedet af en funktion f : A — Ber en
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delmeengde af dens dispositionsmeengde B, og som Eksempel 2.2.1 vil illustrere, er billede og
dispositionsmeengde ikke nedvendigvis det samme. Typisk notation for billedet af en funktion
f:A— Ber f(A) eller image(f). Lad os se pa nogle eksempler.

Eksempel 2.2.1
Lad os igen arbejde med funktionen

f:R — R
x = x?

Denne funktion har definitionsmeengde R og dispositionsmeengde R. Vi pastar nu, at
f(R) = {r € R | r > 0}. Med andre ord pastar vi, at f(R) = R>o. Pa grund af Lemma
2.1.1 er det tilstreekkeligt at vise, at f(R) € R>p og R>9 € f(R).

Bemeerk forst og fremmest, at f(IR) C R> er sandt, da et reelt tal opleftet i anden potens ikke
kan veere negativt. Omvendt, hvis r € R>, s er v/ defineret, og r = (/7)> = f(1/7). Dette viser,
at ethvert ikke-negativt, reelt tal r tilherer billedet af f. Med andre ord har vi vist, at R>g C f(R).
Ved hjeelp af Lemma 2.1.1 kan vi konkludere, at f(R) = R>.

Dette eksempel viser, at billedet af en funktion ikke nedvendigvis er lig med dens
dispositionsmeengde.

Vi kunne selvfolgelig fra start af have defineret kvadreringsfunktionen, som vi netop har arbejdet
pa, som f : R — R>o med x — x2. Her er den eneste forskel, at dispositionsmeengden er sendret
fra R til R>¢. For denne modificerede funktion er billedet det samme som dispositionsmeengden,
sa hvorfor skelner vi mellem billedet og dispositionsmeengden for en funktion i den generelle teori?
En grund er, at det er praktisk ikke at skulle holde styr pa billedet af en funktion hele tiden. Hvis
vived, at en funktion afbilder reelle tal til reelle tal, kan vi simpelthen seette dispositionsmeengden
lig med R uden at bekymre os yderligere. For komplicerede funktioner kan det endda veere meget
sveert at beregne billedet.

To funktioner f : A — Bog g : C — D er ens, netop hvis de har samme definitionsmaengde,
har samme dispositionsmaengde, og tildeler de samme verdier til hvert element i deres
definitionsmeengder. Opskrevet pa formel:

f=g<=A=C AN B=D A f(a)=g(a)foralleac A.

Eksempel 2.2.2
Betragt funktionerne

f:{0,1} — {0,1}
a — a

0g

¢:{0,1} — {0,1}
a — a?

Funktionerne f og ¢ har samme definitionsmeengde og dispositionsmeengde. Desuden er
f(0) =0, f(1) =1, mens g(0) = 0> = 0 0g g(1) = 1> = 1. Derforer f = g.
Dette eksempel viser, at to funktioner kan veere ens, selvom de har forskellige forskrifter.

Hvis to funktioner f : A — B og g : B — Cer givet, er det muligt at definere funktionen
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gof

Figur 2.1: Sammenseetning af funktionerne f : A -+ Bogg: B — C

h:A —
a — g(f(a))

Dispositionsmeengden for funktionen f og definitionsmeengden for funktionen g skal veere de
samme i denne definition for at garantere, at ¢(f(a)) altid er defineret: for ethverta € A ved
vi, at f(a) € B, sa det er muligt at benytte elementerne f(a) som input i funktionen g, da
definitionsmeengden for ¢ er defineret til at veere B.

Funktionen i : A — C, der opnas pa denne made, betegnes typisk g o f (som udtales g efter f) og
kaldes sammenseaetningen af ¢ og f. Derfor har vi (g o f)(a) = g(f(a)).

Eksempel 2.2.3
Lad R- betegne meengden af alle positive, reelle tal. Antag, at f : R — R+ er defineret ved
f(x) =x2+1,0gatg: Roo — Rer defineret ved g(x) = log,,(x), hvor log;, betegner logaritmen
med grundtal 10. Sd er g o f : R — R funktionen, der sender x € R til log;,(x* + 1). Med andre
ord: gof:R — R

x — logy(x?+1)
For eksempel er (g o f)(3) = log,,(3% + 1) = log,,(10) = 1.

Lemma 2.2.1

Lad A, B, C og D veere meengder, og antag, at vi er givet funktionerne: A — B, g: B — C og
f:C— D.Daharvi(fog)oh= fo(goh).

Bevis. Bemeerk som det forste, at bade (f o g) o h og f o (g o h) er funktioner fra A til D, s& de
har samme definitionsmeengde og dispositionsmeengde. For at bevise lemmaet er det derfor
nok at vise, at vi for alle a € A har ((fog)oh)(a) = (fo(goh))(a). Fra definitionen af
sammensaetningen o, har vi

(folgoh))(a) = f((goh)(a)) = f(g(h(a))),
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Figur 2.2: Injektiv funktion f : A — B

mens

((fog)oh)(a) = (fog)(h(a)) = f(g(h(a))).
Vi konkluderer, at der for ethvert a € A geelder, at (f o (goh))(a) = ((fog)oh)(a), hvilket er
det, der skulle vises. O

Resultatet af dette lemma udtrykkes normalt sdledes: sammenseetningen af funktioner er en
associativ operation. Grundet Lemma 2.2.1 vil man typisk forenkle formler, der involverer
sammensaetningen af flere funktioner, ved at udelade parenteserne. For eksempel skriver man
blot f o g o h, ndr man bestemmer sammensetningen af tre funktioner.

For en given funktion f : A — B siges funktionen f at veere injektiv, netop nar to forskellige
elementer fra A afbildes til forskellige elementer i B. Skrevet med logiske udtryk betyder dette, at:

f: A — Berinjektiv, hvis og kun hvis for alle a1, a, € A, (a7 # a, = f(a1) # f(a2)).
Ligning (1.21) viser, at det er logisk eekvivalent at skrive:
f A — Berinjektiv, hvis og kun hvis for alle ay,a, € A, (f(a1) = f(a2) = a1 = az).

Denne omskrivning kan veere praktisk.

En funktion f : A — B kaldes surjektiv , netop nar ethvert element i B tilhorer billedet af f, det vil
sige:

f : A — B er surjektiv, hvis og kun hvis der for alle b € B findes eta € A, sdledes atb = f(a).

Ved at benytte notationen f(A) for billedet af f, kan dette kompakt omformuleres til: en funktion
f: A — Bkaldes surjektiv, netop nér f(A) = B.

Eksempel 2.2.4

Et eksempel pé en funktion, der er injektiv men ikke surjektiv, er f : R\{0} — R givet
ved f(x) = 1/x. Denne funktion er ikke surjektiv, da dens billede er R\{0}, mens dens
dispositionsmeengde er R. Den er dog injektiv, da vi ser, at hvis f(a) = f(b), altsd hvis1/a = 1/b,
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A
Figur 2.3: Surjektiv funktion f : A — B

sdera=>b.

Et eksempel pa en funktion, der er surjektiv men ikke injektiv, er ¢ : R — [—1, 1] givet ved
g(x) = sin(x). Denne funktion er ikke injektiv, da for eksempel 0 og 7 indsat i sinusfunktionen
begge afbildes i 0.

En funktion f : A — B kaldes bijektiv, hvis den er bade injektiv og surjektiv. En bijektiv
funktion kaldes ogsa en bijektion. Ved at kombinere definitionerne af injektiv og surjektiv ser vi, at
funktionen f : A — B er bijektiv, netop nar der for ethvert b € B findes et unikt a € A, saledes at
f(a) = b. Ineeste afsnit vil vi se flere eksempler pa funktioner, men lad os give et eksempel her
med det samme.

Eksempel 2.2.5

Betragt funktionen /1 : {0,1,2} — {3,4,5} givet ved h(x) =5 — x. Vi har, at 1(0) = 5, h(1)
h(2) = 3. Derfor findes der for ethvert b € {3,4,5} et unikta € {0,1,2}, sdledes at h(a) =
konkluderer, at /1 er en bijektiv funktion.

4, 0g
b. Vi

Der findes en ganske praktisk forbindelse mellem bijektive funktioner og det, der kaldes inverse
funktioner. Lad os for fuldsteendighedens skyld forst definere, hvad den inverse af en funktion er.

Definition 2.2.1

Lad f : A — B veere en funktion. En funktion ¢ : B — A kaldes den inverse funktion af f, hvis
f o g = idp (identitetsfunktionen pa B) og g o f = id 4 (identitetsfunktionen pa A). Den inverse af
f betegnes f~1.

Det viser sig, at en funktion har en invers, netop nédr den er en bijektiv funktion.

Lemma 2.2.2

Antag, at A og B er maengder, og lad f : A — B veere en funktion. Da er f bijektiv, hvis og kun
hvis f har en invers funktion.

Bevis. Antag, at f : A — B er en bijektion. Som vi har set, er en funktion f : A — B bijektiv, netop
hvis der for ethvert b € B findes et unikt a € A, séledes at f(a) = b. At a skal veere unikt medforer,
at vi kan definere en funktion g : B — A, hvor b — a. Vi vil vise, at g er den inverse funktion af f.
Hvis b = f(a), har vi

(fog)(b) =f(g(b)) = f(a) =bog (go f)(a) =g(f(a)) = g(b) =a.
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Men dette viser, at f o ¢ = idp og g o f = id 4, hvilket ifelge Definition 2.2.1 betyder, at g = f 1.

Omvendt, hvis f har en invers funktion, sd medferer ligningen f(a) = b, at f~1(f(a)) = f~1(b).
Daa = (f"'of)(a) = f~1(f(a)), servi,ata = f~1(b). Derfor findes der for ethvert b € B et
unikt element a € A, sdledes at f(a) = b (nemlig a = f~1(b)). Dette viser, at f er bijektiv. O

Eksempel 2.2.6

Lad os igen betragte funktionen & : {0,1,2} — {3,4,5} givet ved h(x) =5 — x fra Eksempel 2.2.5.
Vi s, at funktionen / er bijektiv. Derfor har den ifelge Lemma 2.2.2 en invers h1: {3,4,5} —
{0,1,2}. Visa ogsd, at h(0) = 5, h(1) = 4, og h(2) = 3. Den inverse af h sender billederne tilbage
til de oprindelige veerdier: h~1(5) = 0, h~1(4) = 1og h~1(3) = 2.

Bemeerk, at de tidligere beregninger faktisk viser, at 1! (x) = 5 — x for alle x € {3,4,5}. Derfor
erh~!:{3,4,5} — {0,1,2} givet ved h~!(x) = 5 — x. En lille advarsel: den inverse af en funktion
behover ikke at ligne funktionen selv. Senere vil vi se eksempler pa inverse funktioner, hvor dette
ikke er tilfeeldet.

Beregningstekniske aspekter af funktioner

Med vores médde at opfatte en funktion f : A — B pa har vi fuldsteendigt ignoreret mere praktiske
aspekter sa som: hvis du er givet en vaerdi a € A, hvordan beregner du sé rent faktisk f(a)?
I generel matematisk funktionsteori er dette ikke et problem, og de “indre mekanismer” af
funktionen f behandles blot som en sort boks. Men i anvendelser af teorien er det veere naturligvis
vigtigt at vide, hvordan man beregner funktionsveerdier.

Heldigvis kan mange nyttige funktionsberegninger udferes ved hjeelp af en algoritme. Vi vil ikke
ga ind i de preecise detaljer om, hvordan man definerer, hvad en algoritme er, men blot tage
udgangspunkt i et intuitivt synspunkt. Grundleeggende er en algoritme et seet af instruktioner,
som man nemt kunne omdanne til et computerprogram, hvis man ville. Disse enkle instruktioner
involverer “simple” operationer som multiplikation og addition. Desuden kan mellemliggende
resultater gemmes i hukommelsen og benyttes senere i algoritmen, hvis det er nodvendigt. Mere
filosofisk dbner algoritmen, som beskriver en funktion f, for den sorte boks og viser dens “indre
mekanismer”. Lad os se pa eksemplet med funktionen f : R — R defineret ved f(x) = x>. Et
forste forseg pa at beskrive en algoritme, der givet et x beregner f(x), kunne veere:

Trin 1. Beregn x - x, og husk resultatet af denne beregning.
Trin 2. Tag resultatet fra Trin 1, og multiplicér det med x.

Trin 3. Returnér veerdien fra Trin 2.

En smule mere formelt kan vi omskrive dette som:
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Trin 0. Betegn det givne input ved x.
Trin 1. Beregn x - x, og gem resultatet under navnet y.
Trin 2. Beregn x - y, og gem resultatet under navnet z.

Trin 3. Returnér z.

Denne beskrivelse kommer til at ligne en egentlig computeralgoritme, nar vi opskriver den som
sdkaldt pseudo-kode. Den primeere forskel fra ovenstaende beskrivelse er, at en seetning som
“Beregn x - x, og gem resultatet under navnet y” pa kompakt form kan skrives som “y < x - x”.
Den algoritmiske pseudo-kodebeskrivelse af funktionen f : R — R defineret ved f(x) = x3 bliver
da:

Algoritme 2 for f : R — R defineret ved f(x) = x°

Input: x € R
1 Yy x-x
2024 XY
3: return z

Lad os se pd endnu et eksempel.

Eksempel 2.2.7

Lad f : R — R>( veere defineret ved x — |x|. Her betegner |x| absolutveerdien af x. Som vi s&
i Eksempel 1.4.2, har vi, at hvis x < 0, sd er |[x| = —x, mens hvis x > 0, sd er |x| = x. Af denne
grund defineres absolutveerdien ofte pa felgende made:

—x hvisx <0,
x| =
x  ellers.

Nér man definerer en funktion stykkevist som her, er det vigtigt at sikre sig: 1) at alle
elementer i funktionens definitionsmeengde optreeder i et af stykkerne, og 2) at et element i
funktionens definitionsmeengde ikke optreeder i mere end ét af stykkerne. Her er funktionens
definitionsmeengde IR, hvilket ogsd er foreningmeengden af R g og R>, sd 1) er opfyldt. Desuden
er R og R>( disjunkte meengder, sa 2) er opfyldt. Med andre ord: 1) og 2) er opfyldt, fordi
funktionens definitionsmeengde R er den disjunkte forening af R og R>(. Den givne beskrivelse
af funktionen, der udregner absolutverdien, kan let omskrives som en algoritme i pseudo-kode:

Algoritme 3 til udregning af |x| for x € R

Input: x € R
if x < 0 then
return —x
else
return x

2.3 Eksempler pa funktioner

Lad os eksemplificere teorien om funktioner som udviklet ovenfor ved at tage et neermere kig
pd nogle elementeere funktioner f : A — B, hvor A og B er delmeengder af R. For at gore det
nemmere at vise injektivitet af sddanne funktioner benytter vi os af folgende lemma:
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Lemma 2.3.1
Lad f : A — B veere en funktion, og antag, at A og B er delmeengder af R. Antag enten, at

det for alle aq,a; € A geelder, at: a1 < ap = f(a1) < f(ap) (2.12)

eller, at
det for alle aq,a; € A geelder, at: a1 < ay = f(a1) > f(ap). (2.13)

Sé er f en injektiv funktion.

Bevis. Antag at funktionen f opfylder Ligning (2.12). Lad a1 og ay veere forskellige elementer i A.
Da a; # ap, ved vi, at vi har enten a7 < a3 eller a; < a1. Hvis a1 < a,, medferer Ligning (2.12),
at f(ay) < f(ap). Hvis ay < a1, medferer Ligning (2.12), at f(a3) < f(ay). I begge tilfeelde kan
vi konkludere, at f(a1) # f(az). Derfor er f injektiv. Hvis funktionen f opfylder Ligning (2.13),
viser et lignende reesonnement, at f er injektiv. O

En funktion f, der opfylder Ligning (2.12) eller Ligning (2.13), kaldes strengt monoton. Mere
preecist kaldes en funktion f, der opfylder Ligning (2.12), strengt voksende, mens en funktion f, der
opfylder Ligning (2.13), kaldes strengt aftagende. Derfor kan Lemma 2.3.1 opsummeres som: en
strengt monoton funktion er injektiv.

Eksempel 2.3.1

Overvej funktionen f : R — R, hvor f(x) = x2. Vi har allerede set i Eksempel 2.2.1, at billedet
af denne funktion er lig med R>. Med andre ord, f(R) = R>(. Funktionen f er derfor ikke
surjektiv. Faktisk er den heller ikke injektiv, da for eksempel f(—1) =1, 0g f(1) = 1.

Da funktionen f ikke er bijektiv, har den ikke en invers. Vi kan forsoge at eendre
definitionsmeengden og dispositionsmeengden for f, sa vi opndr en ny funktion, der er bijektiv.
Forst og fremmest kan vi opstille en funktion g : R — R>( defineret ved g(x) = x2. Forskellen
mellem funktionerne f og g er ikke stor: kun deres dispositionsmeengder er forskellige. Selvom
det for ethvert reelt tal x er sandt, at f(x) = g(x), betragter vi derfor alligevel funktionerne f
og g som to forskellige funktioner. Vi introducerer funktionen g af den grund, at g er surjektiv,
da g(R) = R>p, og R>¢ er dispositionsmengden for g. Men g har stadig ikke en invers, da
g ikke er injektiv, ligesom at f ikke er injektiv af denne grund. Vi har stadig for eksempel, at
¢(1) = 10g g(—1) = 1. Vi vil nu introducere endnu en funktion & : R>y — R>( defineret ved
h(x) = x?. Funktionen h har samme dispositionsmeengde som funktionen g, men bemeerk, at
definitionsmaengden for funktionen & er en delmaengde af definitionsmeengden for g. Faktisk har
h definitionsmeengden R, hvilket er en skarp delmeengde af IR, som er definitionsmeaengden for
8- Nu kan man vise, at funktionen # er strengt monoton og derfor jeevnfer Lemma 2.3.1 injektiv.
Vi har allerede set, at /1 er surjektiv, sa vi kan konkludere, at den er bijektiv. Jeevnfor Lemma 2.2.2
har funktionen / derfor en invers. Da der for ethvert x € R geelder, at Vx2 = x og (v/x)2 = x,
er den inverse af i funktionen 1! : R>¢ — R> defineret ved h~!(x) = /x.

For at illustrere situationen har vi plottet (dele af) graferne for funktionen & samt dens inverse
h~1. Bemeerk, at grafen for h~! er spejlbilledet af grafen for i henover linjen y = x. Grafen for h
illustrerer desuden, at der er tale om en strengt voksende funktion.
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Eksempel 2.3.2

Lad e betegne grundtallet for den naturlige logaritme. Konstanten e kaldes ofte Eulers tal
og er omtrent lig med 2.71828. Eksponentialfunktionen exp : R — Ry er defineret ved
x — e*. Denne er en strengt voksende funktion og er derfor injektiv. Desuden er billedet
af eksponentialfunktionen R+, hvilket medferer, at den er surjektiv. Ved at kombinere disse
observationer konkluderer vi, at exp er en bijektiv funktion. Dens inverse betegnes In : R~y — RR.
Seerligt har vi, at In(e®) = x for alle x € R, samt en(*) = x for alle x € Rsg.

Vi plotter graferne for funktionerne exp og In for at illustrere situationen.
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De trigonometriske funktioner sin, cos 0g tan.

De trigonometriske funktioner sinus, cosinus og tangens er ekstremt nyttige eksempler pa funktioner
og vil dukke op i mange forskellige sammenhzenge senere hen. Derfor genbesoger vi dem kort i
dette afsnit.

Sinusfunktionen betegnes normalt sin, og lad os i lyset af vores tilgang til funktionsdefinitioner
i dette kapitel udspecificere dens definitionsmeengde og dispositionsmeengde. Vi definerer
sinusfunktionen sin : R — [—1,1] som den funktion, der opfylder, at x — sin(x). Billedet
af sin er [—1, 1], hvilket betyder, at sin er en surjektiv funktion. Den er ikke en injektiv funktion, da
forskellige reelle tal kan have samme funktionsveerdi. For eksempel har man sin(0) = sin(7r) = 0.
Grafen for sinusfunktionen er som folger:

Ty
sin
7 ‘ i \
—21 3 —M Wﬂ
-1

Ligeledes definerer vi cos : R — [—1,1]. Igen er dispositionsmeengden valgt som det lukkede
interval [—1,1], hvilket betyder, at funktionen cos er surjektiv. Den er dog ikke injektiv, da for
eksempel cos(—7/2) = cos(7r/2) = 0. Grafen for cosinusfunktionen er:

X
—1

NN
SRS

NN
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En tredje ofte benyttet trigonometrisk funktion er tangensfunktionen. Lest sagt har vi sam-
menheengen tan(x) = sin(x)/ cos(x), men denne formel giver kun mening for x € R, der
opfylder cos(x) # 0. Derfor kan vi definere tan : {x € R | cos(x) # 0} — R, hvor
tan(x) = sin(x)/cos(x). Da {x € R | cos(x) # 0} = R\ {x € R | cos(x) = 0} og
{x e R | cos(x) =0} ={...,-3n/2,—n/2,7/2,31/2,...}, er definitionsmaengden for tan-
gensfunktionen meengden R\ {..., —37/2, —m/2,7/2,37/2,...}. Grafen for tangensfunktionen
er som folger:

7tan(x)

o
N
|
N
|
S|
|
[SE
[T
N}
W
N
N
X

De sma cirkler pa x-aksen indikerer de verdier af x, for hvilke tangensfunktionen ikke er defineret.
Tangensfunktionen er surjektiv, da dens billede er R. Ligesom sinus- og cosinusfunktionerne er
den ikke injektiv. Vi har for eksempel tan(0) = 0 og ogsé tan(7r) = 0.

De inverse trigonometriske funktioner

Da ingen af de trigonometriske funktioner sin, cos og tan, der blev diskuteret i foregdende afsnit,
er bijektioner, kan vi ikke finde inverse til disse funktioner. Men som i Eksempel 2.3.1 kan vi
justere definitionsmeengden for disse funktioner og derved opna tilsvarende funktioner, der har
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en invers. Disse inverse kendes som de inverse trigonometriske funktioner (nogle gange ogsa kaldet
arcusfunktionerne). I dette afsnit ser vi neermere pa detaljerne bag, hvordan disse er defineret.

Hvis definitionsmeengden for funktionen sin : R — [—1,1] afgreenses til det lukkede interval
[—7t/2,7/2], opnds funktionen f : [—m/2,7/2] — [—1,1] defineret ved f(x) = sin(x).
Funktionen f er en bijektiv funktion, da grafen for sinusfunktionen er strengt voksende pa
intervallet [—7/2, 7t/2] med veerdier fra —1 til 1. Den inverse af denne funktion kaldes arcsinus
og betegnes typisk arcsin i matematiske formler. Derfor er arcsin : [—1,1] — [—7/2, 77/2] den
inverse af sinusfunktionen, hvis definitionsmeengde er begreenset til [—7/2, 71/2]. Graferne for
disse to funktioner ser saledes ud:

[SE

| arcsin(x)

7sin(x)

NEN
SRS

|
—_
[
[SE|

Pa tilsvarende méde kan vi definere arccosinus-funktionen. Forst afgreenser vi definitionsmaengden
for den seedvanlige cosinusfunktion til det lukkede interval [0, 7r]. Den resulterende funktion

¢ : [0,7] — [-1,1], hvor g(x) = cos(x), er strengt aftagende samt surjektiv og dermed
bijektiv. Den inverse af g er arccosinusfunktionen. Den betegnes typisk ved arccos. Derfor
er arccos : [—1,1] — [0, ] den inverse af cosinusfunktionen, nar dens definitionsmeengde er

begreaenset til [0, 7t]. Vi illustrerer situationen ved at vise graferne for disse to funktioner.
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| arccos(x)

CcOos

NIy

SE}
S

Slutteligt behandler vi tangensfunktionen i detaljer. Her kan vi overveje funktionen & :] —
/2, 7/2[— R, hvor h(x) = tan(x). Med andre ord er funktionen / simpelthen tangensfunktionen
med sin definitionsmeengde afgreenset til det abne interval | — 77/2, /2. Funktionen & er en
strengt voksende funktion med billedet IR, hvilket medferer, at i er en bijektion. Den inverse af 1
kaldes arctangens-funktionen, typisk betegnet arctan. Mere preecist er arctan : R —] — 71/2, 71/2[
den inverse af tangensfunktionen, hvis definitionsmeengde er begreenset til | — 71/2, 1/2[. Som
for illustrerer vi situationen ved at vise graferne for disse funktioner.
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| tan(x)

NEN
SRS

NN

| arctan(x)

Eksempel 2.3.3

Lad os beregne nogle veerdier af de inverse trigonometriske funktioner. Da sin(0) = 0, har vi
arcsin(0) = 0. Men selvom sin(7r) = 0, har vi ikke arcsin(0) = 7. En funktion m4 slet ikke
kunne opna to forskellige veerdier for den samme inputveerdi! Problemet er, at arcsin er den
inverse af sinusfunktionen med definitionsmeengden begreenset til [—7/2, 71/2]. Derfor medferer
sin(x) = y kun arcsin(y) = x, sd leenge x € [—7/2,71/2]. For eksempel, da sin(rr/4) = v/2/2,
har vi arcsin(\ﬁ/Z) = 7t/4.

For arccos har vi et lignende feenomen. Man har cos(—7t/4) = v/2/2, men dette medferer ikke
arccos(v/2/2) = —m/4. Denne gang er problemet, at definitionsmaengden for cosinusfunktionen
blev begreenset til [0, 7], da arccos-funktionen blev defineret. Pa intervallet [0, 71| antager
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cosinusfunktionen ganske vist veerdien V2/ 2, men for x = 7t/4. Derfor er arccos(ﬁ /2) = m/4.

Som et sidste eksempel har vi cos(71/3) = 1/2 og sin(7t/3) = /3/2. Derfor er tan(7t/3) =
sin(7t/3)/ cos(7t/3) = +/3. arctan-funktionen er den inverse af tangensfunktionen med sin
definitionsmaengde begreenset til | — 71/2, 1/2[. Da t/3 €] — 71/2, 1/2], kan vi derfor konkludere,
atarctan(y/3) = 71/3.



llll Kapitel 3

Rekursion og induktion

3.1 Eksempler pa rekursivt definerede funktioner

I dette afsnit introducerer vi ideen om en rekursivt defineret funktion. Pointen i en rekursion i
denne sammenheng er simpelthen at definere en funktion eller et udtryk ved hjeelp af selv samme
funktion eller udtryk for andre inputveerdier. Lad os leegge ud med et eksempel:

Eksempel 3.1.1

Fakultets-funktionen fac : N — IN er defineret ved n + 1-2---7n. Den afbilder n i produktet af
de forste n positive heltal. Man vil typisk ogsa skrive n! i stedet for fac(n). Vi har for eksempel
fac(1) =1,fac(2) =1-2=2,fac(3) =1-2-3 =6,fac(4) =1-2-3-4 = 24 og s videre. Bemaerk
nu, at hvis vi vil beregne den neeste veerdi, fac(5), kan vi udnytte, at vi allerede ved, hvad fac(4)
er. Faktisk har vi:

fac(5) =1-2-3-4-5=(1-2-3-4)-5 = fac(4) -5 = 24 -5 = 120.

Generelt, hvis vi for et valgt n > 1 allerede har udregnet fac(n — 1), kan vi udregne verdien
af fac(n) ved fac(n) = fac(n — 1) - n. Dette forer til folgende algoritmiske beskrivelse af
fakultetsfunktionen:

Algoritme 4 fac(n)

Input: n € Z>;.
if n = 1 then
return 1
else
return fac(n — 1) - n.

Denne algoritme benytter sig selv til at udregne fac(n). Mere udpenslet, hvis n = 1, sd
returneres straks 1 som veerdien for fac(1) som angivet i linje 2 i algoritmen. Grafisk kan vi
illustrere dette som folger:

37
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fac(1)

fac(1) =1

returnér 1

Hvis n = 2, s& vil algoritmen hoppe til linje 4 og forsege at returnere fac(2 — 1) - 2. Men
dette kraever, at veerdien af fac(1) ferst udregnes. Derfor vil algoritmen nu starte forfra, denne
gang for veerdien 1. Vi har allerede set, at algoritmen returnerer 1 i det tilfeelde. Da algoritmen
er kommet frem til den konklusion, at fac(1) = 1, kan den genbesoge linje 4 og udregne, at
fac(2) = fac(1) -2 = 1-2 = 2. Dermed kan algoritmen nu returnere 2. Grafisk er situationen som
folger:

fac(2)

fac(2) = fac(1) - 2

fac(1)

fac(1) =1

returnér 1

fac2)=1-2=2

returnér 2

J

For sterre veerdier af n vil flere “bokse inde i andre bokse” dukke op, da algoritmen nu skal
benytte sig selv adskillige gange og udregne output for de lavere inputveerdiern —1,n - 2,...,1,
for den kan returnere det endelige output. Felgende grafiske repraesentation viser, hvad der sker,
nar denne algoritme far inputveerdien n = 5:
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fac(1)

returnér 1

returnér 2

returnér 6

returnér 24

Da algoritmen benytter sig selv under gennemferslen (i algoritmiske termer siger man typisk, at
algoritmen kalder sig selv), kaldes den en rekursiv algoritme. En rekursiv algoritme er simpelthen
en algoritme, der kan kalde sig selv for visse inputvaerdier for at gennemfere udregningen af sin
endelige outputveerdi. Rekursioner forekommer ogsa i matematikken. Vi har herunder angivet en
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rekursiv definition af fakultetsfunktionen fra vores eksempel:

fac(n) 1 hvisn =1, (3.1)
ac(n) = .
fac(n—1)-n hvisn > 2.

Dette eksempel illustrerer princippet i en rekursiv definition: at definere de veerdier, en funktion
tager, ved brug af funktionen selv. Bemeerk i gvrigt, at det ogsa er seedvane at definere 0! = 1, men
det er en anden sag. Her er et andet eksempel pa en rekursivt defineret funktion: lad z € R veere
et reelt tal, og definér f : N — R rekursivt som:

f(n) = (3.2)

z hvisn =1,
f(n—1)-z hvisn >2.

Daer f(1) = z, da dette svarer til tilfeeldet n = 1 i den rekursive definition. Som det neeste er
f(2) = f(1) - z, da dette er, hvad den rekursive definition angiver for n = 2. Ved at udnytte, at
vi allerede har bestemt, at f(1) = z, kan vi konkludere, at f(2) = f(1) -z = z - z. Endelig, ved at
udnytte at z - z = z2, ser vi, at f(2) = f(1)-z = z-z = z2. Ligeledes er f(3) = z3. Derfor er det
helt rimeligt at definere udtrykket z" for ethvert naturligt tal n rekursivt som f(n). Det er ogsa
almindeligt at definere z° = 1 og z~" = 1/z" for ethvert naturligt tal n. Vi har hermed preecist
defineret, hvad z" betyder for ethvert heltal n € Z.

Nér man forsoger at definere en funktion rekursivt, skal man efterfelgende sikre sig, at en sddan
rekursiv beskrivelse definerer funktionen for alle veerdier fra dens definitionsmeengde. For de
funktioner, der er defineret i Ligningerne (3.1) og (3.2), kan du finde en redegerelse herfor i
Eksempel 3.4.2, men veer velkommen til at springe eksemplet over under forste gennemlaesning.
For nu vil vi vise et eksempel pa et forseg pad en rekursiv beskrivelse, der ikke fungerer. Lad
g :IN — R veere en funktion, og antag at

g(n) =

1 hvisn =1,
g(n+1) hvisn > 2.

Jeevnfor definitionen ser vi, at g(1) = 1, men vi har ikke nok information til at bestemme, hvad
¢(2) er. Hvis vi anvender den rekursive definition, ville vi bare nd frem til, at g(2) = g(3). Derefter
vil vi forsege at beregne g(3), men rekursionen giver os blot g(3) = g(4). Fortseetter vi sadan, far
viblot, at ¢(2) = ¢g(3) = g(4) = g(5) = - - -, og vi finder aldrig ud af, hvad g(2) rent faktisk er.

Som et sidste eksempel pa en rekursiv definition vil vi se pd de beremte Fibonacci-tal.

Eksempel 3.1.2

Lad os tage fat pa en rekursiv definition, der ser en smule anderledes ud. Vi skal definere en
funktion F : N — IN rekursivt, hvis veerdier F(1), F(2), F(3),F(4), ... kaldes Fibonacci-tal:

1 hvisn =1,
F(n)=<1 hvisn = 2, (3.3)
F(n—1)4+F(n—2) hvisn > 3.

Lad os se, hvordan denne definition fungerer i praksis ved at udregne de forste par Fibonacci-tal.
Forst og fremmest er F(1) = 1, da vi med n = 1 skal se pa ferste linje i Ligning (3.3). Hvis
n = 2, geelder den anden linje i Ligning (3.3), s& F(2) = 1. For n = 3 geaelder den tredje linje
i Ligning (3.3), og vi far, at F(3) = F(2) + F(1) = 1+ 1 = 2. Ligeledes for n = 4 fér vi, at
F(4) = F(3) + F(2) =2+ 1 = 3 ved at udnytte, at vi allerede har udregnet, at F(3) = 2.
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Nar man arbejder med en sekvens af tal, som for eksempel Fibonacci-tallene, vil man typisk
@ndre en smule i notationen: i stedet for at skrive F(n), skriver man ofte F,. I denne notation har
viFi =1, 5 =1, F3 =2, F; = 3 og sd videre. Det viser sig, at det er muligt at udlede et lukket
formeludtryk for Fibonacci-tallene:

1 (1+5) 1 [1-v5\"
e (M) (59 y

Vi vil senere i dette kapitel fa en forklaring pd, hvordan vi er kommet til dette udtryk.

3.2 Summationssymbolet

Hvis n er et naturligt tal, og z1, . . ., z, er reelle tal, kan man angive deres sum med et udtryk som
z1+2p+ - +zyeller z; 4+ - - - 4 z,. Dog er det ofte nemmere med den mere kompakte notation
for dette: } ), z. Ved at bruge en rekursiv definition kan vi veere meget preecise:

Z1 hvisn =1,

n
k:zlzk - { (ZZ;ll Zk) +2zy  hvisn > 1. (3.5)

Ved at bruge denne rekursive definition opnar vi preecis det, vi ensker. Man kan nemt benytte
definitionen og verificere, at man ganske rigtigt for sma veerdier af n opnar:

n Y1 Zk

1 Z1

2 Z1 + 22 (3.6)
3 Z1+ 22 + 23

41 z1+20+23+24

Hvis f : N — R er en funktion, kan man pa lignende vis erstatte summen f (1) + f(2) +- - - + f(n)
med det mere kompakte udtryk Y}, f(k). Overvej for eksempel udtrykket Y/, k, det vil sige
summen af de forste n naturlige tal. Som i Tabel 3.6 far vi felgende:

n Yi ik

1 1

2 1+2=3 (3.7)
3 1+243=6

411+2+3+4=10

Denne notation er praktisk at have ved hdnden i flere senere kapitler, og den benyttes flittigt
indenfor flere omrader i matematikken og naturvidenskab.

Variablen ki et udtryk som Y} _; z; kaldes sumindekset. Der er som sadan ingen grund til at veelge
symbolet k, og det er helt fint at benytte et andet symbol. For eksempel har man )}, z; = 27=1 zj,
da begge summer svarer til at leegge tallene z1, ..., z, sammen. Man kan ogsa indeksere de tal,
der skal leegges sammen, pa en anden made. Hvis vi vil leegge tallene zy, ..., z19p sammen, kan
man simpelthen skrive 271(0:2 Zk-



Kapitel 3 ||| 3.3 HANOIS TARNE 42

3.3 Hanois tarne

I dette afsnit fortsaetter vi med at illustrere nyttigheden af en rekursiv tankegang ved at analysere
en gade kaldet Hanois tdrne. Hanois tarne er en gade, der foregdr pd et breet pAmonteret tre lodrette
pinde med samme leengder og storrelser. Man har et antal cirkuleere skiver til rddighed, alle med
forskellig diameter og med et hul i midten, s& de kan placeres pa en pind. Gadens startopstilling
er, at alle skiver er stablet pa den forste pind. Skiven med den storste diameter er nederst i
stakken, og de andre skiver folger derpa i faldende diameterstorrelse opefter. Antallet af skiver
kan variere. For et eksempel med otte skiver, se Figur 3.1. Billedet i denne figur er fra Wikipedia;
se https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tower_of _Hanoi.jpeg for flere detaljer.

Figur 3.1: Hanois tarne med otte skiver.

Malet med gaden er at flytte stakken af skiver fra den forste til den tredje pind, hvor de skal veere
stablet pd samme made, altsa fra stor til lille set fra bunden. Udfordringen er dog, at man skal
folge tre regler, nar man flytter skiver:

® Kun én skive ma flyttes ad gangen.
* Kun en skive gverst pa en stak ma flyttes.

* En skive ma kun placeres pd en storre skive.

Hvis der kun er meget fa skiver, er det ikke sveert at lose opgaven. Hvis der er mange skiver,
bliver spillet mere kompliceret, og det er a priori ikke engang klart, om der altid findes en losning.
For at komme i gang kan vi se pa nogle eksempler med kun ganske fa skiver. Hvis der kun er én
skive, kan vi lose opgaven i ét traek:


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tower_of_Hanoi.jpeg
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Flyt skive 1 fra pind 1 til pind 3

Hyvis der er to skiver, kan gdden lgses med tre flytninger:

—_

Flyt skive 1 fra pind 1 til pind 2

Flyt skive 1 fra pind 2 til pind 3

—_

Med tre skiver er det stadig ikke sa sveert at lose gdden ved at prove sig frem, men hvad nu hvis
der er ti skiver, eller hundrede? Lad os prove at teenke pa en rekursiv made for at finde frem til
en lgsningsmetode. Vi ved allerede, hvordan vi leser opgaven, hvis der kun er én skive (og ogsa
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hvis der er to skiver). Maske kan vi, som med fakultetsfunktionen, finde ud af, hvad vi skal gere i
tilfeelde af et storre antal skiver, lad os sige n skiver, hvis vi allerede ved, hvad vi skal gere, hvis vi
har feerre end n skiver. Antag derfor, at n > 2 er et naturligt tal, og at vi allerede ved, hvordan vi
loser opgaven, hvis der er n — 1 skiver. Dette betyder, at vi ved, hvordan vi flytter en stak af n — 1
skiver fra én pind til en anden. I sé fald virker folgende strategi til at flytte n skiver:

Da vi ved, hvordan vi flytter n — 1 skiver fra én pind til en anden, flytter vi nu alle skiver fra skive
nummer 1 til nummer n — 1 i stakken fra pind 1 til pind 2.

Derneest flytter vi skive n fra pind 1 til pind 3. Dette tager kun ét treek.



Kapitel 3 |||| 3.4 INDUKTION 45

Igen anvender vi vores givne viden om, hvordan man flytter n — 1 skiver, til at flytte stakken af
skiver indeholdende skive nummer 1 til nummer n — 1 fra pind 2 til pind 3.

Dette viser, at gdden kan loses rekursivt! Og vi har endda vist, at der findes en losning uanset
antallet af skiver.

3.4 Induktion

I det foregdende afsnit sluttede vi af med at lose gdden om Hanois tarne fuldsteendigt med
en rekursiv tilgang. Antallet af treek, vores losning kreever, kan beskrives rekursivt. Hvis
vi lader T(n) betegne antallet af traek, som vores strategi vil kraeve, nar giden stilles med n
skiver, sd ved vi, at T(1) = 1 (gdden med kun én skive kan loses i ét traek), men ogsa at
T(n) = T(n—1)+14+T(n—1) = 2T(n —1) + 1 for n > 2 (vores strategi lod os flytte en
stak af n — 1 skiver to gange, mens den n’te skive skulle flyttes én gang). Med andre ord har vi

T(n) =

{1 hvis 1 = 1, 58)

2-T(n—1)+1 hvisn > 2.

For eksempeler T(2) =2-1+1=3,T(3) =2-3+1=70gT(4) =2-7+1 = 15. Det slar os nu,
at veerdien af T(n) for disse sma verdier af n ser ud til altid at veere én mindre end 2". Vi vil derfor
“gaette” pd, at T(n) = 2" — 1 for alle naturlige tal n. Lad os teste denne formodning, et ord vi
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hellere benytter frem for “gaette”, ved at beregne T(5). Vihar T(5) =2-T(4) +1=2-15+1 = 31.
Dette bekreefter vores formodning om, at T(n) = 2" — 1 for n = 5. Ulempen er, vi nu kun ved, at
formodningen er sand for alle n i meengden {1,2,3,4,5}. Vi kunne selvfolgelig fortseette med at
bekreefte vores formodning for flere veerdier af n ved at beregne T(6), T(7) og sé& videre, men da
der er uendeligt mange naturlige tal, er det umuligt for os at verificere formlen T(n) = 2" — 1 for
alle naturlige tal n pa denne méade. Heldigvis har de naturlige tal en ganske intuitiv egenskab, der
kan hjeelpe os, og som vi fremsaetter uden bevis:

Seetning 3.4.1 Induktionsprincippet
Lad S veere en delmeengde af de naturlige tal, og antag, at S har felgende to egenskaber:

1.1€5,
2. hvisn —1 € S for et vilkarligt naturligt tal n > 2, daer ogsa n € S.
I'sé fald har vi S = IN.

Udsagnet i denne seetning kaldes ofte induktionsprincippet eller simpelthen induktion. Krav 1.
(1 € S) kaldes basistrinnet for induktionen, mens krav 2. (hvis n — 1 € S for et naturligt tal n, sa er
ogsa n € S) kaldes induktionstrinnet. Grunden til, at det naturlige tal i krav 2. skal veere mindst
to, er, at ellers er n — 1 maske ikke et naturligt tal. Hvisn =1, sd er n — 1 = 0, men 0 tilherer ikke
IN. Krav 2. kan omformuleres ved brug af udsagnslogikken som felger.

2. forallen € N>: n—-1€S = nes.

Verificering af krav 2., det vil sige verificering af induktionstrinnet, geres typisk ved at vise,
at n € S er sandt, hvis vi antager, at n —1 € S. Nar man verificerer induktionstrinnet
n—1€S = n €S, kaldes antagelsen n —1 € S for induktionshypotesen. Processen,
der verificerer de to krav, kaldes typisk bevis ved induktion eller, hvis variablen n’s rolle skal
understreges, et bevis ved induktion pd n.

Induktionsprincippet er noglen til at forstd mange udsagn i matematikken og er ogsa centralt
i datalogi, da det dér kan bruges til at vise korrektheden af forskellige algoritmer, rekursive
definitioner og computerprogrammer.

I matematikken er det bekvemt at benytte en omformulering af induktionsprincippet, sa arbejde
med en delmeengde S C IN undgas. Det kan nemlig undgés ved udnyttelse af en peen konsekvens
af Seetning 3.4.1. Sadanne konsekvenser kaldes typisk for "korollarer” i matematiske tekster, en
terminologi vi vil benytte her.

Korollar 3.4.2

Lad P(n) veere et logisk udsagn for ethvert naturligt tal n. Antag, at felgende to udsagn er sande:
1. P(1),
2. forallen € N>p: P(n—1)= P(n).

Da er P(n) sandt for alle n € IN.
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Bevis. For at kunne benytte Seetning 3.4.1 ger vi brug af et trick ved at definere S = {n € IN |
P(n)}. Med andre ord, n € S, netop hvis P(n) er sandt. For at kunne konkludere, at P(n) er sandt
for alle naturlige tal 1, er det nok at vise, at S = IN. Hvis der eksisterede et naturligt tal 1, saledes
at P(m) er falsk, s ville vi ved definitionen af S fa, at m ¢ S og derfor, at S # IN.

Nu benytter vi Seetning 3.4.1 til at vise, at S = IN. Antagelsen om, at P(1) er sandt, betyder blot,
at1 € S. Antagelsen om, at forallen € N>, : P(n—1) = P(n), betyder,atndrn—1€ S, er
ogsd n € S. Derfor er de to krav fra Seetning 3.4.1 opfyldt. Dermed kan vi ved brug af Seetning
3.4.1 konkludere, at S = IN. Dette betyder blot, som allerede bemaerket, at P(n) er sandt for alle
naturlige tal 7. O

Som i Seetning 3.4.1 kaldes det at tjekke, at P(1) er opfyldt, for basistrinnet for induktionen, mens
det at tjekke, at for allen € N>, :  P(n — 1) = P(n), kaldes for induktionstrinnet. Mens man
udferer induktionstrinnet, kaldes det logiske udsagn P(n — 1) for induktionshypotesen ligesom
for. Ogsa udsagnet i Korollar 3.4.2 kaldes som helhed stadig for induktionsprincippet. Vi kan
derfor bevise en pastand af formen “P(n) er sandt for alle naturlige tal n” ved at folge folgende
strategi:

(i) Informér laeseren om, at du nu vil bevise pastanden, at “P(n) er sandt for alle naturlige tal
n,” ved brug af induktion pé n.

(ii) Basistrin: Tjek, at P(1) er opfyldt.

(iii) Induktionstrin: Antag for et vilkarligt naturligt tal n > 2, at P(n — 1) er sandt, og benyt
denne antagelse (induktionshypotesen) til at vise, at sd er ogsa P(n) sandt. Udfordringen
her er nogle gange at finde ud af, hvordan man bruger induktionshypotesen P(n — 1) til sin
fordel.

(iv) Informér leeseren, nar de foregaende punkter er udfert, om, at man ved induktionsprincippet
nu kan konkludere, at P(n) geelder for alle naturlige tal n.

Lad os nu benytte denne strategi til at bevise vores formodning om, at T(n) = 2" — 1. Med andre
ord, lad os bevise folgende:

Pastand: Lad T : N — IN opfylde rekursionen

1 hvisn =1,
T(n) = .
2-T(n—1)+1 hvisn > 2.

Sa har viforallen € N,at T(n) =2" — 1.

Bevis. Lad P(n) vaere udsagnet T(n) = 2" — 1. Vi vil bevise pastanden ved induktion pa n.
Basistrin: Vi har T(1) = 1. Da2! — 1 =1, ser vi, at T(1) = 2! — 1. Derfor er P(1) opfyldt.

Induktionstrin: Lad n > 2 veere et vilkarligt naturligt tal. Induktionshypotesen er P(n — 1), som i
vores tilfeelde blot betyder ligningen T(n — 1) = 2"~ — 1. Hvis vi antager dette, skal vi nu udlede,
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at P(n) er gyldigt. Med andre ord, hvis vi antager, at T(n — 1) = 2"~! — 1, skal vi udlede, at
T(n) = 2" — 1. Fra den rekursive definition af T(n) forn > 2ved vi,at T(n) =2-T(n —1) + 1.
Ved at kombinere dette med induktionshypotesen, ser vi, at

T(n)=2-T(n—1)4+1=2-2" 1 —1)+1=2-2"1-2.141=2"—1.

Dette er preecis, hvad vi skulle vise.

Nu hvor vi har vist basistrinnet for induktionen samt induktionstrinnet, kan vi konkludere ved
induktionsprincippet, at udsagnet T(n) = 2" — 1 er sandt for alle naturlige tal 7. O

Man kan faktisk vise, at den strategi, vi fandt i Afsnit 3.3, er den bedst mulige. Med andre ord vil
enhver losning af gdden med n skiver tage mindst T(n) treek. Vi ser ved udregning, at lesningen
af en ti-skive-version af Hanois tarne ville kraeve 210 — 1 = 1023 treek.

Den bedste méde at leere induktionsbeviser pa er at gennemgé adskillige eksempler og derefter
prove at udfere et induktionsbevis selv. Lad os derfor finde nogle flere eksempler frem. Her er et
beremt et:

Eksempel 3.4.1

Lad os betegne ved S(n) summen af de forste n naturlige tal. Uformelt skriver man ofte
1+2+4 -+ nfor denne sum, men vi kan benytte os af summationstegnet og skrive S(n) = Y ;' _; k.
Som vi sa i Tabel 3.7, har vi for eksempel S(1) =1,5(2) =14+2=3,5(3) =1+2+3=60g
S5(4) =1+2+3+4 = 10. Pastanden er nu, at felgende formel geelder for ethvert naturligt tal n:

_n-(n+1)
Bemeerk, at S(n) opfylder folgende rekursion:
1 hvisn =1
S(n) = o
S(n—1)+n hvisn > 2.

Faktisk har vi allerede observeret, at S(1) = 1. I tilfeeldet n > 2 far vi ved brug af Ligning (3.5), at

n n—1
Sn)=1+---4+n=) k= (Zk) +n=8n—-1)+n.
k=1 k=1
Lad os nu bevise folgende pastand.

Pastand: Lad S(n) = 1+ -+ n for n € N, altsd summen af de forste n naturlige tal. Sa er
5(n) = =5t

Bevis. Vibeviser pastanden ved induktion pa n.

Basistrin: Hvis n = 1, sd er 5(1) = 1, mens w = 1. Derfor er formlen S(n) = @ gyldig

forn =1.

Induktionstrin: Lad n > 2 veere et vilkarligt naturligt tal, og antag som induktionshypotese,
atS(n—1) = (11—1)(27n—1+1) Vi kan reducere induktionshypotesen en smule, da der geelder, at
S(n—1) = w Hvis vi antager induktionshypotesen og benytter, at S(n) = S(n — 1) 4+ n, kan
vi konkludere, at

S(n) = Sn—1)+n
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_ (n—zl)-n+n
(n—1)-n 2-n
2 + 2
n—n 2-n
2 2
n—n+2-n
2
n®+n
2
n-(n+1)
—

Dette er preecis, hvad vi skulle vise, hvilket fuldferer induktionstrinnet.
Ved induktionsprincippet kan vi dermed konkludere, at formlen S(n) = % er gyldig for

alle naturlige tal 7. O

Eksempel 3.4.2

Dette eksempel er af en mere teoretisk karakter og kan springes over ved forste laesning. Vi vil
sikre os, at den rekursive definition, vi tidligere gav af fakultetsfunktionen fac : IN — IN i Ligning
(3.1), rent faktisk var korrekt i matematisk forstand. Problemet er, at vi aldrig viste, at fac er
defineret ved sin rekursive beskrivelse for ethvert naturligt tal n. Med andre ord, ndr vi skriver
fac : IN — N, siger vi implicit, at funktionens definitionsmangde er IN, men hvordan ved vi det?
Det, vi skal gere, er at vise, at for ethvert naturligt tal n vil den rekursive beskrivelse i Ligning
(3.1) give outputveerdien fac(n) efter endeligt mange trin.

Lad derfor P(n) veere udsagnet, at fac(n) kan beregnes i endeligt mange trin ved hjelp af
Ligning (3.1) for ethvert naturligt tal n. Vi vil vise, at dette udsagn P(n) er sandt for alle naturlige
tal. Basistrinnet for induktionen er hurtigt vist opfyldt, da Ligning (3.1) straks medferer, at
fac(1) = 1. Lad nu n > 2 veere et vilkdrligt naturligt tal, og antag som induktionshypotese,
at fac(n — 1) kan beregnes i endeligt mange trin ved hjeelp af Ligning (3.1). Da n > 2,
medferer Ligning (3.1), at fac(n) = fac(n — 1) - n. Givet fac(n — 1) har vi derfor kun brug for en
multiplikation med # for at udregne fac(n). Altsa kan fac(n) udregnes i endeligt mange trin, hvis
fac(n — 1) kan. Dette fuldferer induktionstrinnet.

Mere generelt kan en funktion f : IN — B fra de naturlige tal IN til en givet meengde B defineres
rekursivt, sa leenge f(1) er bestemt, og sd leenge veerdien f(n) kan udregnes ud fra f(n — 1) for
ethvert n > 2. Det skyldes, at der i sdidanne tilfeelde geelder et lignende reesonnement som det,
vi netop har udfert for fakultetsfunktionen. For eksempel definerer Ligning (3.2) z" for ethvert
naturligt tal 7.

3.5 En variant af induktion

Der findes mange varianter af induktion. I dette afsnit vil vi neevne en af dem: induktion, der
starter med et andet basistrin. Indtil videre har basistrinnet for vores induktionsbeviser veeret for
n=1

Der er dog udsagn, der kun bliver sande for store nok veerdier af n. Betragt for eksempel udsagnet:

Der eksisterer n punkter i planen IR?, som ikke ligger pa linje.
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Hvis n = 1, er dette forkert, da der findes mange linjer igennem ethvert givet punkt. Ogsa hvis
n = 2, er dette forkert, da linjen, der forbinder de to punkter, vil indeholde disse punkter. Men for
n > 3 er udsagnet sandt. Hvis n > 3, kan vi for eksempel vaelge tre af punkterne som hjerner i en
ligesidet trekant og de resterende n — 3 punkter vilkarligt. Hvis man derfor vil bevise usdagnet:

Der eksisterer 1 punkter i planen IR?, som ikke ligger pa linje,

sa skulle basistrinnet handle om tilfeeldet hvor n = 3, fordi udsagnet simpelthen er forkert for
n=1ogn=2.

Pa grund af denne slags eksempler er det praktisk at have en lidt mere fleksibel variant af
induktion. For et givet heltal 2 € Z har vi betegnelsen Z>, = {n € Z | n > a}. For eksempel
erZ>_1=1{-1,0,1,2,... }. Med denne notation pé plads kan vi formulere folgende variant af
induktion, kaldet induktion med basistrin b:

Saetning 3.5.1

Lad b € Z veere et heltal, og lad P(n) vaere et logisk udsagn for ethvert heltal n > b. Antag, at
folgende to udsagn er sande:

1. P(b),
2. forallen € Zsp1: P(n—1) = P(n).

S er P(n) sandt for allen € Z,.

Bevis. Lad os definere det logiske udsagn Q(#) til at veere P(n+ b — 1). Sa er Q(n) defineret for
ethvert naturligt tal n. Vi ser nemlig, athvisn > 1,sd ern +b —1 > b. Nu anvender vi Korollar
3.4.2 pa det logiske udsagn Q(n). Det forste krav fra Korollar 3.4.2 er, at Q(1) skal veere gyldigt.
Dette er opfyldt, da Q(1) = P(b), og det er givet, at P(b) er gyldigt. Det andet krav fra Korollar
3.4.2bliver, at forallen € N>, : Q(n—1) = Q(n). Mendan > 2, harvin+b—1>b+1
ogderforn+b—1¢€ Zspq. DaQ(n—1) = P(n+b—2)og Q(n) = P(n+b—1), og da
implikationen P(n +b —2) = P(n+b—1) er gyldig (vived, atn +b —1 € Z-}4), ser vi, at
implikationen Q(n — 1) = Q(n) er gyldig. Derfor er det andet krav til det logiske udsagn Q(n),
ved anvendelse af Korollar 3.4.2, ogsa opfyldt. Derfor medferer korollaret, at Q(n) er gyldigt
for alle naturlige tal n. Da Q(n) = P(n + b — 1), betyder dette, at P(n 4+ b — 1) er gyldigt for alle
naturlige tal n. For eksempel er P(1+b —1) = P(b) gyldigt, P(2+b —1) = P(b+ 1) er gyldigt
og sa videre. Dette svarer til udsagnet, at P(n) er gyldigt for alle heltal n > b, hvilket er, hvad vi
onskede at vise. O

Bemeerk, at hvis vi veelger b = 1, genskaber vi Korollar 3.4.2. Den overordnede struktur af et bevis
ved induktion med basistrin b er den samme som for den seedvanlige induktion. Man har stadig
et basistrin og et induktionstrin. Lad os gennemga et eksempel pd et bevis ved induktion af denne

type.

Eksempel 3.5.1

Betragt uligheden n + 10 < n? — n. Da et polynomium af anden grad, s& som n? — n, vokser
hurtigere end et polynomium af ferste grad, sa som n + 10, ber man kunne forvente, at hvis n bliver
stor nok, er den givne ulighed sand. Lad os nu ved P () betegne udsagnet, at n + 10 < n?> —n. I
dette tilfeelde kan vi definere P(n) for ethvert heltal n. Udsagnet P(4) er for eksempel uligheden
4 +10 < 4% — 4. Dette er dog falsk, da 14 = 4 + 10 > 4> — 4 = 12. P4 den anden side er udsagnet

2
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P(5)sandt, da15=5+10 < 52 — 5 = 20. Vi heevder derfor, at P(n) er sandt for ethvert n € Z>5
og giver et bevis ved induktion ved hjeelp af Seetning 3.5.1 med b = 5:

Basistrin: Vi har allerede verificeret, at P(5) er gyldigt, s& basistilfeeldet er klaret.

Induktionstrin: Lad n > 6 veere et vilkarligt naturligt tal, og antag som induktionshypotese, at
P(n — 1) er gyldigt. Dette betyder, at vi ma antage, at (n — 1) + 10 < (n — 1)2 — (n — 1). Ved hjeelp
af denne antagelse skal vi udlede, at P(n) er gyldigt. Lad os ferst omskrive induktionshypotesen
til en mere bekvem form. Vi har (n —1) +10 = n+9, mens (n — 1)> — (n — 1) = n? —
2n+1—n+1 = n? — 3n + 2. Derfor svarer induktionshypotesen til antagelsen, at uligheden
n+9 < n? — 3n + 2 er gyldig. Men sa kan vi udlede:

n+10 = (n+9)+1
< (2-3n+2)+1
= n>—3n+3
= n’—n—-2n+3
< n? —n.

Den endelige ulighed holder, da —2n 4 3 < 0 for ethvert n > 6 (faktisk endda for ethvert n > 2).
Vi konkluderer, at hvis P(n — 1) er sandt, sd er n + 10 < n? —n, det vil sige P(n), ogsé sandt.
Dette er preecis, hvad vi skulle vise, hvilket fuldferer induktionstrinnet.

Ved at bruge induktion med basistrin 5 kan vi konkludere, at uligheden n + 10 < n?2—mner
gyldig for allen € Z>5.



llll Kapitel 4

Komplekse tal

4.1 Introduktion til de komplekse tal

I dette kapitel introducerer vi meengden af komplekse tal, almindeligvis betegnet C. De komplekse
tal viser sig ekstremt nyttige, og ingen forsker eller ingenior kan undveere dem i den moderne
videnskab. Lad os forst tage et kort kig pa nogle andre talmaengder i matematikken. De naturlige
tal N = {1,2,3,... } har, som deres navn antyder, en meget naturlig fortolkning: de dukker op,
nar man vil teelle ting. Heltallene Z = {...,-2,-1,0,1,2,... } kom frem, da forskelle mellem
naturlige tal skulle beskrives. I Eksempel 2.1.4 sa vi desuden meengden af rationale tal Q bestdende
af broker af heltal.

Man kunne f& den tanke, at meengden af rationale tal Q indeholder alle de tal, man nogensinde
ville kunne fa brug for, men det er ikke tilfeeldet. For eksempel viser det sig, at ligningen z% = 2
ikke har en lesning i Q. I stedet for blot at acceptere, at en sddan ligning ikke har nogen lesninger,
udvidede matematikere meengden af rationale tal Q til meengden af reelle tal R. Inden for R
har ligningen z> = 2 to lesninger, nemlig v/2 og —+/2. Maengden R er meget stor og indeholder
mange interessante tal, sésom e, grundlaget for den naturlige logaritme, og 7r. Ofte repreaesenteres
de reelle tal IR som en ret linje, som vi vil kalde den reelle tallinje. Ethvert punkt pa den reelle
tallinje repreesenterer et reelt tal (se Figur 4.1).

Figur 4.1: Den reelle tallinje.

V2

s
—@ t a g
3

4

Igen havde man i nogen tid den tanke, at meengden af reelle tal R ma indeholde alle tal, man
nogensinde ville kunne f& brug for. Men hvad med en ligning som z? = —1? Indenfor maengden
af reelle tal har denne ligning tydeligvis ingen lgsninger. Vi er havnet i samme situation som
tidligere med ligningen z* = 2, fra fer de reelle tal blev introduceret. Lad os derfor forsege at finde
frem til en meengde af tal, der er endnu sterre end IR, og som indeholder en losning til ligningen
z> = —1. En umiddelbar tanke vil vere at tillade v/—1 som en lesning til z> = —1. Oftest benyttes

52



Kapitel 4 |||| 4.1 INTRODUKTION TIL DE KOMPLEKSE TAL 53

dog i stedet symbolet i. Derfor ensker vi, at i> = —1. Med dette in mente definerer vi nu de
komplekse tal som folger.

Definition 4.1.1
Meengden C af komplekse tal defineres som:

C = {a+bi|abeR]}.

Det komplekse tal i opfylder reglen
2
= -1

Udtrykket a + bi skal blot opfattes som et polynomium i variablen i. Derfor geelder der for
eksempel, at a + bi = a + ib. Det gor heller ingen forskel at skrive a + b - i fremfor a + bi. Dermed
har vi for allea,b € R:

a+bi=a+b-i=a+i-b=a+ib.

Slutteligt betegner a + bi nejagtigt det samme komplekse tal som bi 4 a, preecis som vi ville
behandle polynomier.

For ethvert a,b,c,d € R er de to komplekse tal a + bi og ¢ 4 di ens, hvis og kun hvis a = ¢,
og b = d. Hvis a = 0, vil man typisk reducere 0 + bi til bi, altsa 0 + bi = bi. Ligeledes, hvis
b = 0, skriver man typisk a i stedet for a + 0i. Endelig, hvis b = 1, udelades ofte 1 foran i. For
eksempel er 5 + 1i = 5 + i. Med alle disse notationsrettelinjer pa plads har vi for eksempel, at
i=1i=0+1i=0+1-i Mengden af komplekse tal C indeholder meengden af reelle tal R, da
vifora € Rhara = a+ 0i. Med andre ord: R C C. ViharenddaR C C,dai € C,mensi ¢ R.

De komplekse tal kan repraesenteres grafisk, men denne gang som et talplan, der kaldes det
komplekse talplan. Et komplekst tal a + bi repreesenteres af punktet (a,b) i dette talplan. Dette
betyder, at tallet i har koordinaterne (0, 1) og derfor vil ligge pa andenaksen. Tallet i samt andre
eksempler pa komplekse tal er indtegnet i det komplekse talplan i Figur 4.2.

Akserne i det komplekse talplan gives seerlige navne. Den vandrette akse kaldes den reelle akse eller
blot realaksen, da alle reelle tal ligger pa den. Faktisk vil et tal pa den reelle akse i det komplekse
talplan veere pa formen a + 0i for ethverta € R.

Den lodrette akse kaldes den imaginere akse eller blot imaginaeraksen. Symbolet i er en forkortelse
for ordet imagineer. De tal, der ligger pa den lodrette akse, kaldes rent imagineere tal. Udtrykkene
“komplekse tal” og “imaginzere tal” er historiske og antyder, at videnskabsfolk har keempet med at
forsta disse tal. I dag er de komplekse tal helt standard.

Koordinaterne for et komplekst tal z € C i det komplekse talplan tildeles ligeledes seerlige
navne. Forstekoordinaten kaldes realdelen af z (betegnet Re(z)), mens z’s andenkoordinat kaldes
imagineerdelen (betegnet Im(z)). Hvis man kender Re(z) og Im(z), kan man opskrive tallet z, da
der geelder, at

z = Re(z) + Im(z)i.
Hvis et komplekst tal z er skrevet pa formen Re(z) 4+ Im(z)i, siges tallet z at veere pa rektangulaer

form. For et givet komplekst tal z kaldes talparret (Re(z),Im(z)) for z’s rektangulere koordinater.

Eksempel 4.1.1
Udregn de folgende komplekse tals rektanguleere koordinater:
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Figur 4.2: Det komplekse talplan.

4i |

44 3i
3i | °

2i |

° —2i 1

_31 1

—47 +

(@) 2+3i
(b) V2
(o) 1

Svar:

(a) Tallet 2 + 3i er pa rektanguleer form. Derfor kan vi afleese real- og imaginaerdelen direkte. Vi
har Re(2 + 3i) = 2 og Im(2 + 3i) = 3. Derfor har det komplekse tal 2 + 3i de rektanguleere
koordinater (2,3).

(b) Tallet V2 er et reelt tal, men vi kan betragte det som et komplekst tal, da V2 = V240
Heraf ser vi, at Re(ﬁ) =2, og Im(\ﬁ) = 0. Alle reelle tal har en imaginaerdel lig med 0.
De rektangulere koordinater for V2 er (\/Z 0).

(c) Talleti er et rentimagineert tal, og man kunne ogsd skrive i = 0+ 1 - i. Derfor har vi Re(i) = 0
og Im(i) = 1. Alle rent imagineere tal har realdelen 0. De rektanguleere koordinater for i er
(0,1).

4.2 Aritmetik med komplekse tal

Nu hvor vi har introduceret de komplekse tal, kan vi begynde vores undersogelse af deres struktur.
Vi er vant til at kunne leegge to tal sammen, treekke dem fra hinanden, gange dem sammen og
dividere dem med hinanden. Det er endnu ikke klart, om sddanne operationer kan udferes med
komplekse tal, men som vi vil se nu, er det naturligvis muligt.
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Vi starter med at definere addition og subtraktion.

Definition 4.2.1
Lad a,b,c,d € R, oglad a + bi og c + di veere to komplekse tal i C skrevet pa rektanguleer form.

Da definerer vi:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

og
(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—4d)i

Addition eller subtraktion af to komplekse tal er meget lig addition eller subtraktion af to
polynomier af grad ét (polynomier defineres mere preecist i Definition 5.1.1). Man samler
simpelthen de led, der ikke involverer i, og de led, der involverer i. Man kan derfor nemt
huske, hvordan addition skal udferes, ved at tilfoje et mellemliggende trin som felgende:

(a+bi)+ (c+di) =a+bi+c+di
=a+c+bi+di
=(a+c)+ (b+4d)i.

Subtraktion kan forklares pa en tilsvarende made. Grafisk er addition af komplekse tal meget lig
addition af to vektorer i planet, se Figur 4.3. Bemeerk, at (a + bi) + (c + di) = (¢ + di) + (a + bi).
Nar flere komplekse tal leegges sammen, betyder reekkefelgen, hvori man leegger disse tal sammen,

derfor ikke noget.

Figur 4.3: Addition af komplekse tal. Det er her illustreret grafisk, at
(342i) + (1 +4i) = 4+ 6i.

61 + ® 4460
7
//// /I
51.” /’/ /l
// !
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4i | ® /
/ i
/ i
! i
i /
! !
! /
! /
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Eksempel 4.2.1
Reducér folgende udtryk, og opskriv resultaterne pé rektanguleer form.

(@) (3+2i)+ (1+4i)
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(b) (3+2i) — (1+4i)
©) (5—7i)—i
d) (5—7i) — (=10 +1)

Svar:
(@ (3+2i)+ (1+4i)=B+1)+(2+4)i=4+6i

(b) B3+2i)— (1+4i)=B—1)+(2—4)i=2-2i

© (5-7i)—i=5+(-7-1)i=5—8i

(d) (5-7i) — (—=10+i) = (5 — (—=10)) + (=7 —1)i = 15— 8

Nu hvor vi har addition og subtraktion af komplekse tal pa plads, tager vi et kig pd deres
multiplikation. Antag for eksempel, at vi vil multiplicere de komplekse tal a + bi og ¢ + di,
hvorom der som seedvanlig geelder a,b,c,d € R. Lad os se, hvad der sker, hvis vi bare ganger
disse udtryk sammen, mens de opfattes som polynomier i variablen i:

(a+bi)-(c+di)=a-(c+di)+bi-(c+di)=a-ct+a-di+b-ci+b-di.

Det eneste, vi har gjort indtil nu, er at reducere produktet for at slippe af med parenteserne. For at
komme videre skal vi nu huske pa, at hele pointen med at introducere i var, at det er en losning til
ligningen 72 = —1. Derforer i = —1. Benyttes dette, fas

(a+bi)-(c+di)=a-c+a-di+b-ci+b-d-(-1)=(a-c—b-d)+(a-d+b-c)i.

Vi ender igen med et komplekst tal! Alt vi havde brug for, var de seedvanlige regneregler (for at
slippe af med parenteserne) samt formlen i = —1. Lad os derfor opheje den formel, vi netop har
fundet frem til, som den formelle definition af multiplikation af komplekse tal.

Definition 4.2.2

Lad a,b,c,d € R, og lad a + bi og c + di veere to komplekse tal i C givet pa rektanguleer form. Vi
definerer:
(a+bi)-(c+di)=(a-c—b-d)+(b-c+a-d)i

Der er ingen grund til at huske ovenstidende definition udenad. Udregning af et produkt af
to komplekse tal pa rektanguleer form kreever blot, at vi husker, hvordan vi opndede formlen:
vi reducerede produktet ved at gange alle led ud og derefter benytte, at i> = —1. Bemeerk, at
(a+bi)- (c+di) = (c+di) - (a+ bi), sa rekkefolgen af de komplekse tal betyder ikke noget i
multiplikation. Man siger, at multiplikation af komplekse tal er kommutativ. Vi vil se i Afsnit 4.3,
at multiplikationen af to komplekse tal ogsa kan beskrives geometrisk.

Eksempel 4.2.2

Reducér felgende udtryk, og opskriv resultaterne pa rektanguleer form.
(@) (1+2i)-(3+4i)
(b) (4+1)-(4—1)

Svar:
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(a)
(14+2i)(3+4i) = 1-34+1-4i+2i-3+2i 4i
= 3+4i+6i+8i%
= 3+10i—8
= —5+10i.
(b)
(4+i)-(4—i) = 4-444-(—i)+i-4—4
= 16 —4i+4i—(-1)
= 17+0i
= 17.

I dette tilfaelde er resultatet et reelt tal.

Del to af dette eksempel viser, at produktet af to ikke-reelle tal godt kan blive et reelt tal, og
eksemplet er et seertilfeelde af folgende lemma:

Lemma 4.2.1
Lad a,b € R, og lad z = a + bi veere et komplekst tal pa rektanguleer form. Da geelder der, at

(a4 bi) - (a — bi) = a® + b2

Bevis. Vi har

(a+bi)-(a—bi) = a-a+a-(—bi)+ (bi)-a—b-bi*
= a* —abi+abi — b - (1)
a? + b2,

Motiveret af dette lemma introducerer vi folgende:

Definition 4.2.3

Lad z € C veere et komplekst tal og z = a + bi dets rektangulzere form. Da defineres den komplekst
konjugerede af z som z = a — bi. Funktionen fra C til C defineret ved z > z kaldes kompleks
konjugering.

Bemeerk, at vi direkte af denne definition ser, at Re(z) = Re(z) og Im(z) = —Im(z). Derfor er
z = Re(z) — Im(z)i.
Dermed medforer Lemma 4.2.1, at
z-Z = Re(z)? + Im(z)>% 4.1)

Bemezerk, at denne ligning medferer, at produktet z - z for ethvert z € C er et reelt tal.
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Kompleks konjugering viser sig at veere nyttig, nar division af komplekse tal skal defineres. Vi vil
gerne kunne dividere ethvert komplekst tal med ethvert komplekst tal udover nul. Bemeerk, at vi
allerede er i stand til at dividere et komplekst tal 4 + bi € C med et reelt tal c € R\ {0}, sa leenge
det ikke er nul, ved at definere:

a+bi a

b,
: _E+El a,beRogceR\{0}.

For at kunne dividere ethvert komplekst tal z; = a 4 bi med ethvert komplekst tal z; = ¢ + di, der
ikke er nul, kan vi udnytte et trick ved at observere folgende:
zy _a+bi _a+bi c—di _ (a+bi)-(c—di)

Z  c+di ctdi c—di & +d (4.2)

Teelleren pa hgjresiden af denne ligning er blot et produkt af to komplekse tal, hvilket vi allerede
er i stand til at handtere. Neevneren er et reelt tal, der ikke er nul, nemlig c? + d?, og vi ved ogsa
nu, hvordan vi dividerer et komplekst tal med et sadant reelt tal. Lad os sikre os, at naevneren
c? + d? ganske rigtigt er et reelt tal men ikke nul. For det forste er det et reelt tal, fordi c og d er
reelle tal. For det andet kan et reelt tal oploftet i anden ikke blive negativt, altsa c> > 0, og d> > 0.
Den eneste made, hvorpa ¢ + d? = 0 kan blive opfyldt, er derfor, hvis bade c* = 0, og d*> = 0.
Men sd er c = 0 og d = 0, hvilket medferer, at ¢ + di = 0, i modstrid med vores antagelse om, at vi
dividerer med et komplekst tal, der ikke er nul.

Fremgangsmadden i division af et komplekst tal med et komplekst tal er altsa, at hvis z; € C, og
zy € C\{0}, sé kan z1 /z; udferes, hvis bade teeller og neevner multipliceres med den komplekst
konjugerede af z5, da neevneren sé bliver z; - z, hvilket er et reelt tal. Ligning (4.2) giver os derfor
mulighed for at dividere med komplekse tal, der ikke er nul. Et seertilfeelde af Ligning (4.2) er
folgende:

1 1 c—di c—di c d

c+di c+di c—di 218 242 2+a”

(4.3)

Lad os se pd nogle eksempler.

Eksempel 4.2.3
Reducér folgende udtryk, og skriv resultaterne pa rektanguleer form.

(@ 1/(1+1)

1+2i

® 5

Svar:

(a) Bemeerk, at 1/(1 + i) bare er en anden mdde at skrive %Jrl pa. Derfor far vi ved brug af
Ligning (4.2), eller alternativt Ligning (4.3):

1-(1—1) 1—i  1—-i 1 1,

— = _ _

VAT =y a-n - 2r - 2

(b) Ved hjeelp af Ligning (4.2) far vi
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142 (1+42i)(3—4i) 3—4i+6i—8i2
3+4i  (3+4i)(3—4i) 32442

342i+8 1142 11 2.

9+16 25 25 25"

Lad os samle nogle forskellige egenskaber for multiplikation og addition i en saetning. Vi vil ikke
bevise seetningen; flere af udsagnene er faktisk allerede vist i det foregaende.

Saetning 4.2.2

Lad C veere meengden af komplekse tal, og lad z1, 25,23 € C veere valgt vilkarligt. Da er felgende
egenskaber opfyldt:

(i) Addition og multiplikation er associative: z1 + (zo +2z3) = (21 +22) + 23 08 21 - (22 - 23) =
(z1-22) - z3.

(if) Addition og multiplikation er kommutative: z; + zp = zp +z1 0g 21 - Zp = 22 - 1.

(iii) Der geelder distributivitet af multiplikation over addition: z; - (zp 4+ z3) = 21 - 22 + 271 - 23.
Yderligere har man for komplekse tal, ligesom for de reelle tal, folgende egenskaber:

Satning 4.2.3

(i) Addition og multiplikation har et neutralt element: elementerne 0 og 11 C opfylderz+0 = z
ogz-1=zforallez € C.

(ii) Additivt inverse eksisterer: for ethvert z € C findes der et element i C, betegnet —z, kaldet
den additivt inverse af z, séledes at z + (—z) = 0.

(iii) Multiplikativt inverse eksisterer: for ethvert z € C \ {0} findes der et element i C, betegnet
z L eller 1/z, kaldet den multiplikativt inverse af z, sdledes at z - z71=1.

Bemezerk, at punkt to og tre i Seetning 4.2.3 garanterer eksistensen af additivt og multiplikativt
inverse. Det angives dog ikke, hvordan man bestemmer disse inverse. Men faktisk har vi allerede
set, hvordan man kan bestemme dem. Vi opstiller i folgende eksempel regnemetoden algoritmisk
ved at nedskrive den preecise metodik til beregning af —z og 1/z i pseudo-kode:

Eksempel 4.2.4

En mulig algoritme, der udregner —z for et givet komplekst tal z, kan beskrives som folger:
Begynd ved at skrive z pa rektanguleer form, altsd find a,b € R, sdledes at z = a + bi. Derefter er
—z = —a — bi. I pseudo-kode:

Algoritme 5 til udregning af “den additivt inverse af z € C”.

Input: z € C
1: a < Re(z)
2: b+ Im(z)
3: return —a — bi

For at udregne 1/z ger vi brug af Ligning (4.3). Bemeerk, at 1/z ikke eksisterer, hvis z = 0.
Derfor tjekker algoritmen forst, om z = 0.
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Algoritme 6 til udregning af “den multiplikativt inverse af z € C”.

Input: z € C
1: if z = 0 then
2 return “0 har ingen multiplikativt invers!”
3: else
4 ¢+ Re(z),
5 d + Im(z),
6 N« 2+ 42,
7 return g — %i.

4.3 Modulus og argument

Vi har set i Afsnit 4.1, at et komplekst tal z kan bestemmes entydigt ved dets realdel Re(z) og dets
imagineerdel Im(z), da der for ethvert z € C geelder, at z = Re(z) + Im(z)i. Vi kaldte talparret
(Re(z),Im(z)) for z’s rektanguleere koordinater. I dette afsnit vil vi introducere en anden méde
at beskrive et komplekst tal pa. Givet et komplekst tal z kan vi tegne en trekant i det komplekse
talplan med hjerner i de komplekse tal 0, Re(z) og z (se Figur 4.4). Afstanden fra z til 0 kaldes
modulus eller absolutveerdien af z og betegnes |z|. Vinklen fra den positive del af den reelle akse til
vektoren fra 0 til z kaldes argumentet for z og betegnes arg(z).

Vi vil altid angive et argument (faktisk enhver vinkel) i radianer. Da vinklen 27t betegner en fuld
omdrejning, kan man altid tilfeje et heltalsmultiplum af 277 til en vinkel. For eksempel kan vinklen
—7t/4 ogsé angives som 77t/4, da —m/4 + 2 = 77t /4. Af denne grund siger man, at argumentet
for et komplekst tal kun er bestemt op til et multiplum af 27t. Et udtryk som “arg(z) = 57/4”
skal derfor leeses som: “57t/4 er et argument for z”. Det er altid muligt at finde et argument for et
komplekst tal z i intervallet | — 77, 7r]. Denne veerdi kaldes typisk tallets hovedargument og betegnes

Arg(z).

B e L
3
o

()

Re(z)

Figur 4.4: Modulus og argument af et komplekst tal z.

Fra Figur 4.4 kan vi udlede, at
Re(z) = |z| cos(arg(z)) og Im(z) = |z|sin(arg(z)). (4.4)

Givet |z| og arg(z) kan vi derfor bestemme z’s rektanguleere koordinater. Dette betyder, at talparret
(|z|, arg(z)) fuldsteendigt bestemmer det komplekse tal z, da

z = |z| (cos(arg(z)) + sin(arg(z))i ). (4.5)
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Talparret (|z|, Arg(z)) kaldes de polare koordinater for et komplekst tal z € C. Hvis et komplekst
tal z er skrevet pa formen z = r (cos(a) + isin(a) ), hvor r er et positivt, reelt tal, geelder der, at
|z| = r, og arg(z) = a. Desuden, hvis « €] — 7, 7], sd er Arg(z) = a. Vi kan igen fra Figur 4.4
udlede, at

|z| = \/Re(z)? +Im(z)? og tan(arg(z)) = Im(z)/Re(z), hvis Re(z) # 0. (4.6)

Denne ligning er noglen til at bestemme et tals poleere koordinater ud fra dets rektanguleere
koordinater. Mere preecist, ved brug af den inverse tangensfunktion arctan, som diskuteres i
underafsnit 2.3, har vi felgende:

Seetning 4.3.1
Hyvis et komplekst tal z, der er forskelligt fra nul, har de poleere koordinater (r, oc), sa er

Re(z) =rcos(a) og Im(z)=rsin(a).
Omvent, hvis et komplekst tal z, der er forskelligt fra nul, har de rektanguleere koordinater (a,b),

sd er:

arctan(b/a) hvisa > 0,

/2 hvisa =0o0gb >0,
z| = Va2 +b* og Arg(z) = arctan(b/a)+m hvisa <0ogb >0,
—7t/2 hvisa =0o0gb <0,

arctan(b/a) —m  hvisa < 0ogb < 0.

Bevis. Givet de poleere koordinater for z kan vi benytte Ligning (4.4) til at bestemme dets
rektanguleere koordinater. Omvendst, givet de rektanguleere koordinater (a,b) for z far vi fra
Ligning (4.6), at |z| = Va? + b2. Hvis a = 0, ligger tallet z pa den imagineere akse. I et sddant
tilfeelde har vi, at Arg(z) = 7/2, hvis b > 0, og Arg(z) = —mn/2, hvisb < 0. Hvisa # 0,
geelder der ifelge Ligning (4.6), at tan(Arg(z)) = b/a. Derfor geelder der da, at Arg(z) =
arctan(b/a) + nr for et heltal n € Z. Hvis z ligger i forste eller fjerde kvadrant, ligger Arg(z) i
intervallet | — 7t/2, 7r/2[. I det tilfeelde far vi derfor, at Arg(z) = arctan(b/a). Hvis z ligger i anden
kvadrant, ligger dets argument i intervallet |7t /2, 7t]. Derfor far vi da, at Arg(z) = arctan(b/a) + 7.
Ligeledes, hvis z ligger i tredje kvadrant, far vi, at Arg(z) = arctan(b/a) — 7. O

Modulus kan forstds som en funktion f : C — R, hvor f(z) = |z|. Den spiller en lignende rolle
for de komplekse tal som absolutveerdifunktionen i Eksempel 2.2.7. Hvis z = a + 0i er et reelt tal,
geelder der, at |z| = v/a2 + 02, hvis vi anvender modulusfunktionen. Men vi har ogsa, at Va2 = |a],
hvor |a| her betegner absolutveerdien af et reelt tal. Derfor er modulus, nér den udregnes af et reelt
tal a, nojagtigt det samme som absolutveerdien af a. Dette forklarer, hvorfor det giver mening at
benytte notationen || bade for den seedvanlige absolutveerdi af et reelt tal samt for modulus af et
komplekst tal. Faktisk kaldes |z| ofte ogsd absolutveerdien af et komplekst tal. Bemeerk slutteligt,
at |z|? = Re(z)? +Im(z)? = z - 2, hvilket er den sidste lighed, der folger af Ligning (4.1).

Formlen for hovedargumentet af et komplekst tal a + bi atheenger af, i hvilken kvadrant i det
komplekse talplan tallet ligger (se Figur 4.5).
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7
2. kvadrant: 1. kvadrant:
Arg(z) = arctan(b/a) + 1 Arg(z) = arctan(b/a)
3. kvadrant: 4 kvadrant:
Arg(z) = arctan(b/a) — 7 Arg(z) = arctan(b/a)
_z
2

Figur 4.5: Formler for hovedargumentet af z = a + bi.

Eksempel 4.3.1
Bestem de poleere koordinater for folgende komplekse tal.

(@) 4i
(b) —7

(c) 3+3i
(d) —2—5i

Svar: Vi kan bestemme modulus og argument ved hjelp af Seetning 4.3.1. Figur 4.5 er nyttig,
nar vi udregner argumentet. Derfor plotter vi forst de fire givne komplekse tal i det komplekse

talplan.
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4i @
3+ 3i

2i |

—2i +

—37 |

—47 +

—2—5i
° —5i |

(@) |4i] =|0+4i]| = V02+42 =4 og Arg(4i) = 7t/2. Derfor har 4i de polere koordinater
(4,7/2).

(b) | =7 =+/(=7)24+02=7 og Arg(—7) = arctan(0/(—7)) + m = 7. Derfor har —7 de
poleere koordinater (7, 7).

(©) [3+3i] =32 +32 =32 og Arg(3+3i) = arctan(3/3) = /4. Derfor har 3 + 3i de
poleere koordinater (3v/2, 7t/4).

@ | -2 -5i = /(=27 + (-5)* = VD

0g
Arg(—2 — 5i) = arctan((—5)/(—2)) — 7w = arctan(5/2) — 7. Derfor har —2 — 5i de poleere
koordinater (1/29, arctan(5/2) — 7).

Eksempel 4.3.2
De folgende poleere koordinater er givet. Bestem de tilsvarende komplekse tal, og skriv dem pa
rektanguleer form.

(@) (2,71/3)

(b) (10, 7)

(c) (4,—m/4)
(d) (2v3,—27/3)
() (3,2)

Svar: Vi benytter Ligning (4.5) til at bestemme de komplekse tal z, der svarer til de givne poleere
koordinater. Derefter udtrykker vi disse komplekse tal pa rektanguleer form.
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(@) z =2 (cos(r/3) +sin(71/3)i) =2 (1/2 4 /3/2i) = 1+ V/3i.

(b) z =10 (cos(7) + sin(7)i) = —10+ 0i = —10.

(¢) z=4-(cos(—m/4) +sin(—m/4)i) = 4- (V2/2 — V2/2i) = 2:/2 — 2V/2i.

(d) z =23 (cos(—27/3) +sin(—2m/3)i) = 2v/3- (~1/2 —/3/2i) = —/3 — 3i.
(e) z=3-(cos(2) +sin(2)i) = 3cos(2) + 3sin(2)i.

4.4 Den komplekse eksponentialfunktion

Som vi har set, kan mange udregninger, der kan udferes med reelle tal, sa som addition,
subtraktion, multiplikation og division, ogsa udferes med komplekse tal. Vi kommer i dette
afsnit til at se, at 0ogsd eksponentialfunktionen exp : R — R~ ¢, hvor exp(t) = ¢!, kan defineres for
komplekse tal. Dette kaldes den komplekse eksponentialfunktion.

Definition 4.4.1
Lad z € C veere et komplekst tal, hvis rektanguleere form er givet ved z = a + bi for vilkarlige

a,b € R. Da definerer vi
e =e" - (cos(b) + sin(b)i).

Den komplekse eksponentialfunktion betegnes typisk ogsa exp. Denne gang er funktionens
definitionsmeengde dog C. Mere preecist er den komplekse eksponentialfunktion funktionen exp :
C — C. Bemeerk, at hvis z er et reelt tal, det vil sige z = a + 0i, sd er e* = e” - (cos(0) +sin(0)i) = €.
Den komplekse eksponentialfunktion giver derfor nejagtig det samme, som den sedvanlige
eksponentialfunktion ville have givet, nar den evalueres i et reelt tal. Derfor giver det mening at
betegne bade eksponentialfunktionen exp : R — Ry og den komplekse eksponentialfunktion
exp : C — C med samme symbol exp.

Eksempel 4.4.1
Skriv felgende udtryk pa rektanguleer form:

(a) ¢
) elti
(C) e
(d) eM@+im/4 (ved In menes der logaritmen med grundtal e)
(e) e2ri
Svar: Vi benytter Definition 4.4.1 og reducerer, indtil vi opnér den enskede rektanguleere form.

(a) Da ¢ er et reelt tal, er det allerede pa rektanguleer form. Hvis vi alligevel benytter Definition
4.4.1, far vi e? = 210 = ¢2 . (cos(0) 4 sin(0)i) = €2 - (1 4 0i) = €?, hvilket bekreefter, at ¢?
allerede var pa rektanguleer form. Det er ogsa fint at skrive e> = % + 0i og derefter returnere
e? + 0i som svar.

(b) et =el - (cos(1) +sin(1)i) = ecos(1) + esin(1)i.
(©) ™ =Mt = 0. (cos(r) +sin(m)i) =1 (—1+40i) = —1.
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(d) en@+in/4 — n@) . (cos(7/4) + sin(rr/4)i) = 2(v/2/2 4+ V2/2i) = /2 + V/2i.

(e) 2™ = cos(2m) +sin(27)i = 1+ 0i = 1. Bemaerk, at ogsé e = 1. Dette viser, at den
komplekse eksponentialfunktion ikke er injektiv.

Direkte fra Definition 4.4.1 ser vi, at vi for ethvert z € C har:
Re(¢?) = eR() cos(Im(z)) og Im(e?) = &R sin(Im(2)).

Den komplekse eksponentialfunktion har mange egenskaber til feelles med den seedvanlige reelle
eksponentialfunktion. For at vise disse, benytter vi os af felgende lemma.

Lemma 4.4.1
Lad aq,ap € R. Vi har

(cos(a1) + sin(aq)i) - (cos(az) + sin(ap)i) = cos(aq + ap) + sin(aq + ay)i.

Bevis. Ved at gange parenteserne ud kan vi beregne real- og imagineerdelen af produktet
(cos(ay) +sin(aq)i) - (cos(ay) +sin(ay)i). Det viser sig, at realdelen er givet ved cos(a1) cos(ap) —
sin(aq) sin(ay) og imaginerdelen ved cos(aq) sin(ay) + sin(aq) cos(az). Ved at benytte additions-
formlerne for cosinus- og sinusfunktionerne felger lemmaet. O

Saetning 4.4.2
Lad z, z; og zp veere komplekse tal og 1 et heltal. Da geelder der, at

e #0

1/ =e”*
eZle2 — pf1t22
o7 /%2 — P17 22

()1 = M=

Bevis. Lad os vise det tredje punkt: e*1e?2 = ¢*1722, Forst skrives z; 0g z, pa rektanguleer form:
z1 = a1 + byi og zp = ap + byi. Derefter far vi, at

€1 - e®2 = ¢" . (cos(by) + sin(by)i) - €™ - (cos(by) + sin(by)i)
=" . e" . (cos(by) + sin(by)i) - (cos(byp) + sin(by)i)
= M™% . (cos(by) + sin(by)i) - (cos(by) + sin(by)i)
="t . (cos(by + by) +sin(by + by)i) (ved at benytte Lemma 4.4.1)

— eﬂ1+a2+(b1+b2)i — ezl+22‘
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45 Eulers formel

Den komplekse eksponentialfunktion angiver en forbindelse mellem trigonometri og komplekse
tal. Vi vil udforske denne forbindelse i dette afsnit.

Lad t veere et reelt tal. Formlen '
e = cos(t) +isin(t) 4.7)

er kendt som Eulers formel og er en konsekvens af Definition 4.4.1. Den medferer, at
e~ = cos(—t) +isin(—t) = cos(t) — isin(t). (4.8)

Ligningerne (4.7) og (4.8) kan opfattes som ligninger med cos(t) og sin(t) som de ukendte. Ved at
lose for cos(t) og sin(t) far vi:

ezt + efzt ezt _ efzt

cos(t) = —5 %8 sin(t) = 5 (4.9)

Ligning (4.9) kan benyttes til omskrivning af produkter af cos- og sin-funktioner til en sum af cos-
og sin-funktioner (det vil sige, som en sum af rent harmoniske funktioner). Denne type beregninger
forekommer ofte i frekvensanalyse, hvor man forseger at omskrive vilkérlige funktioner til en
sum af rent harmoniske funktioner. Det kan ogsa veere nyttigt til udregning af integraler over
trigonometriske udtryk, som vi ser i folgende eksempel.

Eksempel 4.5.1

Udregn [ sin(3t) cos(t)dt.

Svar: Vi starter med at benytte identiteterne udledt fra Eulers formel i det foregaende til at
omskrive udtrykket sin(3t) cos(t):

ei3t o efi3t eit 4 efz't (ei3t o efi3t)<eit 4+ efit)

sin(3t) cos(t) = 5 —; = 4
ei4t 4 ei2t _ e*iZt _ €7i4t 1 ei4t _ €7i4t eiZt _ e*iZt

- 4i T2 < 2% T )
_ sin(4t) N sin(2t)
2 2

Nu far vi

in(4¢ in(2¢ 4t 2t
/sin(3t) cos(t)dt = / sin(4f) | sin(2) 5, _cos(4) _cosl2) | - g
2 2 8 4
I Figur 4.6 illustreres identiteten sin(3t) cos(t) = Sing“) + Sinéﬂ) fra eksemplet.

En anden anvendelse af Eulers formel er givet i folgende seetning.

Saetning 4.5.1
Lad n € N veere et naturligt tal. Da geelder folgende formler:
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—— sin(3t) cos(t)
--- sin(4t)/2
- - sin(2t)/2

Figur 4.6: Illustration af identiteten sin(3t) cos(t) = % + Sinéﬂ)

cos(nt) = Re((cos(t) + sin(t)i)")
og

sin(nt) = Im((cos(t) + sin(t)i)")

Bevis. Noglen er folgende ligning:

cos(nt) + sin(nt)i = e™ = ()" = (cos(t) + sin(t)i)".

Seetningen folger ved at udregne real- og imagineerdelene pa begge sider af denne lighed. O

Udtrykkene i denne setning er kendt som DeMoivres formler. Lad os se pd nogle eksempler.
Eksempel 4.5.2
Udtryk cos(2t) og sin(2t) ved cos(t) og sin(t).

Svar: Ifelge DeMoivres formler for n = 2 har vi cos(2t) = Re((cos(t) + sin(t)i)?) og sin(2t) =
Im((cos(t) + sin(t)i)?). Da

(cos(t) + sin(t)i)? 2

cos?(t) + 2 cos(t) sin(t)i + sin®(t)i
(

(t)
cos?(t) + 2 cos(t) sin(t)i — sin?(t)

cos?(t) — sin?(t) + 2 cos(t) sin(t)i,
far vi, at

cos(2t) = cos(t)? — sin(t)?
0g

sin(2f) = 2 cos(t) sin().

Eksempel 4.5.3

Udtryk cos(3t) og sin(3t) ved cos(t) og sin(t).

Svar: Ifelge DeMoivres formler for n = 3 har vi cos(3t) = Re((cos(t) + isin(t))?) o
sin(3t) = Im((cos(t) + isin(t))3). Efter nogle omskrivninger opnds (cos(t) + isin(t))3

g
(cos(t)® — 3 cos(t) sin(t)?) + i(3cos(t)? sin(t) — sin(t)3). Dermed geelder folgende:

cos(3t) = cos(t)® — 3 cos(t) sin(t)?
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s sin(3t) = 3 cos(t)?sin(t) — sin(t)°.

4.6 Komplekse tal pa polaer form

Lad r veere et positivt, reelt tal og « et reelt tal. S& ser vi fra Definition 4.4.1, at r - e =
r - (cos(a) + sin(a)i). Som vi har set i og efter Ligning (4.5), har tallet r - ¢* modulus r og et
argument lig med « (se Figur 4.7). Vi kan ogsa omskrive Ligning (4.5) som z = |z|e! arg(z) Denne

skrivemade for et komplekst tal gives et seerligt navn:

Definition 4.6.1
Lad z € C\ {0} veere et komplekst tal forskelligt fra nul. Da siges at hejresiden af ligningen

z= |z . plarg(z)
er tallet z skrivet pa poleer form.

Hvis z # 0, kan vi ved brug af z’s polere koordinater (r,«) direkte opskrive z pd poler form,
nemlig som z = re’®. Omvendt, givet et udtryk af formen z = re’®, hvor r > 0 er et positivt, reelt
tal, og & €] — 7r, 7T] er et reelt tal, sa kan vi aflaese zs polaere koordinater til (r, a). Se Figur 4.7 for
en illustration.

Figur 4.7: Det komplekst tal z skrevet pa poleer form.

Eksempel 4.6.1
Skriv folgende komplekse tal pa poleer form:

@ —1+i
(b) 2+ 5i
() 7 +3
(d) 73 /(=1 +1)

Svar: Man kan for hvert af de givne tal udregne modulus og argument. Nar disse er fundet, kan
tallet skrives pa poleer form.

@ |-1+il=+v1+1=+20g arg(—1+1i) = arctan(1/ — 1) + 7 = 37r/4. Tallet kan dermed
skrives pa poleer form som 1/2¢/37/4,
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(b) |2+ 5i] = v4+25 = /29 og arg(2 + 5i) = arctan(5/2). Vi far derfor, at 2 + 5i skrevet pa
polaer form er: 1/29¢!arctan(5/2),

(c) 713 = ¢7¢%, ‘Hojresiden af denne ligning er allerede tallet skrevet pd poler form, da det er
pa formen re* (med r > 0 og & € R). Vi kan afleese, at modulus af tallet ¢’ 3 er lig med ¢,
mens det har et argument lig med 3.

(d) Vihar set i forste del af dette eksempel, at —1 +i = V/2eB7/% Ved at fortsaette derfra far vi,

at:

€7+3i e’ e3i e’ 3i

@
—1+i  J2eBn/a L\ 2eBT/A T D

Det sidste udtryk er den enskede polere form. Vi kan aflaese, at tallet e’*3 /(—1 + i) har
modulus ¢’ / ﬂ og argument 3 — 371/4.

7
_ & (3-3m/4)i

I eksemplet s vi, at tallet e’*3 har modulus ¢/, mens det har et argument lig 3. Generelt geelder
der, at
7| = eReZ) og  arg(e?) = Im(z). (4.10)

I sidste punkt i Eksempel 4.4.1 sa vi, at den komplekse eksponentialfunktion ikke er injektiv, da
ligningen ¢* = 1 har flere end én lesning, for eksempel bade 0 og 277i. Lad os benytte det, vi har
leert indtil videre, til at undersoge mere generelt, hvordan man lgser denne type ligning:

Lemma 4.6.1

Lad w € C veere et komplekst tal. Hvis w = 0, har ligningen e* = w ingen lesninger. Hvis w # 0,
er losningerne til ligningen ¢* = w netop z € C pa formen z = In(|w|) + arg(w)i, hvor arg(w)
kan veere ethvert argument for w. Med andre ord: hvis w # 0, er losningerne til ligningen e* = w
netop z € C pa formen

z = In(|w|) + (Arg(w) + p2n)i, p € Z.

Bevis. Ligning (4.10) medforer, at |¢?| ikke kan veere nul, da eRe(?) > 0 for alle z € C. Derfor
har ligningen ¢* = 0 ingen losninger. Antag nu, at w # 0. Hvis ¢* = w, medferer Ligning
(4.10), at |w| = |e*| = eRe(®) og derfor, at Re(z) = In(|w|). Ligeledes ser vi ved at benytte anden
del af Ligning (4.10), at ¢* = w medferer, at arg(w) = Im(z). Bemeerk dog, at der er uendeligt
mange mulige vaerdier for arg(w), da vi altid kan tilleegge et heltalsmultiplum af 277. Indtil
videre har vi vist, at hvis w # 0, sd skal enhver lgsning til ligningen e* = w veere pa formen
z = In(Jw|) + arg(w)i. Omvendt, givet ethvert z, der opfylder z = In(|w|) + arg(w)i, hvor arg(w)
er et vilkdrligt argument for w, sa er e* = eln([wl)+arg(w)i — pn(fw]) . piarg(w) — |w] celag(w) = ¢
hvor den sidste lighed folger, da |w|e!8(*) simpelthen er den polzre form af w. O

En direkte konsekvens af dette lemma er, at billedet af den komplekse eksponentialfunktion
exp : C — C med z — ¢* opfylder exp(C) = C\ {0}. Ligningen ¢* = 0 har ingen losninger,
hvilket medferer, at 0 ikke tilherer billedet, mens lemmaet forklarer for ethvert komplekst tal
w forskelligt fra nul, hvordan man finder komplekse tal z, der afbildes i w ved den komplekse
eksponentialfunktion.

Vi kan nu genbesoge de polere koordinater og benytte egenskaberne for den komplekse
eksponentialfunktion som givet i Seetning 4.4.2 til at bevise folgende seetning.
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Seetning 4.6.2
Lad z1,z € C )\ {0} vaere to komplekse tal, begge forskellige fra nul. Da geelder folgende:

|21 - 22| = |z1] - |22]

o
° arg(z; - zp) = arg(z1) + arg(zz).
Vi har ogsa
|21/ 22| = |21]/|z2]
)

arg(z1/zp) = arg(z1) — arg(zy).
Endelig, lad n € Z veere et heltal og z € C \ {0} et komplekst tal forskelligt fra nul. Da haves

|2"] = [2|"

0g
arg(z") = narg(z).

Bevis. Vi viser kun de forste to dele af saetningen. Lad os definere r; = |z1], 12 = |z3|, a3 = arg(z1)
og wp = arg(zp). Ifelge Ligning (4.5) har vi

Z1-2p =17 - eMt. %) . g2t
e rl . r2 . e’xll . 6“21
=r1-1" e“ll+a21

e rl . r2 . e(“l+“2)i
Vi benyttede det tredje punkt i Seetning 4.4.2 i den tredje lighed. Vi kan nu konkludere, at

|z1 - zo] =110 = |z1| - |22] og arg(zi-z2) = a1 + ap = arg(zy) + arg(zy).

Seetning 4.6.2 angiver en geometrisk metode til at beskrive multiplikationen af to komplekse tal:
leengden af et produkt er produktet af leengderne, og argumentet af et produkt er summen af
argumenterne (se Figur 4.8).

Den poleere form af et komplekst tal kan vise sig seerdeles nyttig ved udregninger af heltalspotenser
af komplekse tal. Lad os se pa et eksempel.

Eksempel 4.6.2

Skriv felgende komplekse tal pa rektanguleaer form. Tip: brug poleere former.
(a) (1+0).
(b) (—1—+/3i)".

Svar:
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|21 - 22| = |z1] - |22]

arg(zy - zp) = arg(zy) + arg(zz)

Figur 4.8: Grafisk illustration af Seetning 4.6.2.

(a) Tallet 1+ i har argument 71/4 og modulus v/2. Derfor er 1 +i = /2 - ¢/™/4. Sa

1+i)B = (\[z,em/zx)l?)
_ /2P ilsn/a
— V2" . (cos(137t/4) + sin(137/4)i)
= V2" (cos(—37/4) +sin(—37/4)i)
64V/2 - (cos(—37/4) + sin(—371/4)i)
= 64v2- (-v2/2-iV2/2)
— 64— 64i.

(b) Ferst udregner vi modulus og argument for —1 — +/3i. Ifelge Seetning 4.3.1 geelder der, at
arg(—1 — v/3i) = arctan((—v/3)/(-1)) — m = —27/3

0g

|—1— VB3I = {/(-1)2+ (-V32 =2
Derfor er —1 — \/3i = 2 - ¢~ 27/3_ Dermed har vi

(1-VaS = (2-e2)"

_ ol5, ,—i30m/3

= 215 (cos(—307/3) + sin(—307/3)i)
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215
_ 215
_ 215

215,

- (cos(—107) + sin(—1077)i)
- (cos(0) + sin(0)i)
- (14 0i)

72



llll Kapitel 5

Polynomier

5.1 Definition af polynomier

I dette kapitel vil vi undersoge en bestemt type af funktioner kaldet polynomier. Polynomier vil
blive taget op igen senere, ndr vi skal behandle differentialligninger, eksempler pa vektorrum og
egenverdier af en matrix. Vi leegger ud med at definere, hvad et polynomium er.

Definition 5.1.1
Et polynomium p(Z) i en variabel Z er et udtryk pa formen:

p(Z) = agZ’ + a1 Z + a7 + - - - + a,Z", hvor n € Z> er et ikke-negativt heltal.

Her betegner symbolerne ag, a1, 4z, . ..,a, € C komplekse tal, der kaldes koefficienter i polynomiet
p(Z). Udtrykkene a0Z%, 0171, ..., 0,Z" kaldes led i polynomiet p(Z). Den sterste i, for hvilken
a; # 0, kaldes graden af p(Z) og betegnes deg(p(Z)). Den tilsvarende koefficient kaldes den ledende
koefficient. Meengden af alle polynomier i Z med komplekse koefficienter betegnes C[Z].

Typisk skrives ikke Z°, og typisk skrives Z i stedet for Z!. Et polynomium skrives dermed helt
simpelt som p(Z) = ag + a1Z + ayZ* + - - - + a, Z". Et polynomium af grad nul kan fortolkes som
en konstant a¢ forskellig fra nul, mens et polynomium af grad ét har formen ag + 4; Z. Polynomiet,
for hvilket alle koefficienter er nul, kaldes nulpolynomiet og angives blot med et 0. Det er saedvane
at definere graden af nulpolynomiet til at veere —oo, minus uendelig.

Per definition bestemmer koefficienterne et polynomium fuldsteendigt. Med andre ord: to
polynomier p1(Z) = ag+ a1Z--- +a,Z" af grad n og p2(Z) = bop+01Z--- + b, Z™ af grad
m er ens, hvis og kun hvis n = m, og a; = b; for alle i. Reekkefolgen af leddene er ikke vigtig. For
eksempel er polynomierne 72427 +43,7243+4+27 og3+27Z+ 72 alle det samme polynomium.
Notationen C|[Z] for meengden af alle polynomier med koefficienter fra C benyttes som standard,
men symbolet, der angiver variablen, i vores tilfeelde Z, varierer fra bog til bog. Vi har her valgt
Z,da vi har brugt z for komplekse tal. Andre maengder af polynomier kan opnds ved at erstatte
C med noget andet. For eksempel vil vi ofte benytte R[Z], der repreesenterer meengden af alle
polynomier med koefficienter fra R. Bemeerk, at R[Z] C C[Z],daR C C.

73
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Eksempel 5.1.1

Hvilke af folgende udtryk er elementer i meengden C[Z]? Hvis udtrykket er et polynomium, angiv
da dets grad og ledende koefficient.

(@) 1+ Z2
by Z7'+1+273
(c) i
(d) sin(Z) + Z12
(e) 1+2Z+52'0 4oz
H 1+2+2%°
(g) 2+2)?
Svar:

(a) 1+ Z?2 er et polynomium tilherende C[Z]. Hvis vi vil skrive det p& formen ag + a1 Z + a,Z% +
-+« +a,Z" som i Definition 5.1.1, kan vi skrive det som 1 + 0Z + 1Z2. Vi ser dermed, at
n=2a =a=1,0ga; =0. Fordiay # 0, er polynomiet af grad 2, mens dets ledende
koefficient a; er lig med 1.

(b) Z~' +1 + Z3 er ikke et polynomium fra C[Z] grundet leddet Z~!. Eksponenterne pa Z’erne
i et polynomiums led mé ikke vaere negative.

(c) Det komplekse tal i kan fortolkes som et polynomium tilherende C[Z]. Man veelger n = 0
og ag = i i Definition 5.1.1. Polynomiet i har derfor grad 0 og ledende koefficient i.

(d) sin(Z) + Z'2 er ikke et polynomium grundet leddet sin(Z).

(e) 1+2Z+ 57 +0Z! er et polynomium tilherende C[Z]. Leddet med eksponenten 11 kan
udelades, da koefficienten for Z!! er 0. Den hajeste potens af Z med en koefficient forskellig
fra nul er derfor 10. Dette betyder, at deg(1 +2Z + 52! + 0Z!') = 10, mens dets ledende
koefficient er 5.

(f) 1+ Z + Z*3 er ikke et polynomium pé grund af leddet Z?°. Eksponenterne pa Z’erne skal
veere naturlige tal.

(g) (2+ Z)? er et polynomium tilherende C[Z], selvom det ikke umiddelbart er skrevet pa
formen som i Definition 5.1.1. Det kan nemlig omskrives til denne form, da (2 + Z)? =
4+47 + 7> = 4+4Z + 172 Vihar, at deg((2 + Z)?) = 2. Den ledende koefficienti (2 + Z)?
er 1.

Man kan evaluere et givet polynomium p(Z) € C[Z] i ethvert komplekst tal z € C. Mere
preecist, hvis p(Z) = ap+mZ +--- +a,Z" € C[Z], og z € C, sd kan vi definere p(z) =
ag+ay-z+---+a,-z" € C. P4 denne mdde giver ethvert polynomium p(Z) € C[Z] anledning til
en funktion p : C — C, defineret ved z — p(z). En funktion f : C — C kaldes en polynomiefunktion,
hvis der findes et polynomium p(Z) € C[Z], sdledes at der for alle z € C geelder, at f(z) = p(z).
Ligeledes kaldes en funktion f : R — R en polynomiefunktion, hvis der findes et polynomium
p(Z) € R[Z], sdledes at der for alle x € R geelder, at f(x) = p(x).

To polynomier p1(Z) = ag +a1Z -+ +anZ" og p2(Z) = by + b1Z - - - + by Z™ kan ganges sammed
ved at leddene a;b;Z'"/ for 0 < i < nog0 < j < m leegges sammen. Dette betyder blot, at
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for at udregne p1(Z) - p2(Z) ganges hvert led i p1(Z) med hvert led i p2(Z), hvorefter alle de
resulterende led leegges sammen. Lad os se pa nogle eksempler.

Eksempel 5.1.2
Skriv felgende polynomier pa formen angivet i Definition 5.1.1.

@) (Z+5)-(Z+6).

(b) (3Z+2)-(3Z—2).

© (Z-1)-(Z2+Z+1).

Svar:

@ (Z+5)-(Z+6)=Z-(Z+6)+5-(Z+6) =Z*+6Z+5Z+30 = Z2+11Z + 30.
(b) (3Z+2)-(3Z—-2)=(32)>—-6Z+6Z—22=97> 4.

(c) I dette eksempel er den eneste forskel fra de to foregdende, at der bringes flere led i spil
under multiplikationen:

(Z—-1)-(Z2+Z+1)

Z(Z>+Z4+1)—(Z>+Z+1)
= Z3+72+7-72-7-1
= Z’-1

Bemeerk, at hvis et polynomium er et produkt af to andre polynomier, s som p(Z) = p1(2) - p2(2),
sderdegp(Z) = degpi(Z)+ degpz(Z). Med andre ord:
p(2)=pi(2) p2(2) = degp(Z) =degpi(Z) +degp2(2). (5.1)

Hvis p(Z) € C[Z] er et polynomium, si kaldes ligningen p(z) = 0 en polynomiumsligning.
Losninger til en polynomiumsligning tildeles et seerligt navn:

Definition 5.1.2
Lad p(Z) € C[Z] veere et polynomium. Et komplekst tal A € C kaldes en rod i p(Z), hvis p(A) = 0.

Bemaerk, at ifolge definitionen er et komplekst tal en rod i et polynomium p(Z), hvis og kun hvis
det er en losning til polynomiumsligningen p(z) = 0.

5.2 Polynomier af anden grad med reelle koefficienter

Vi vil i dette afsnit vise en vigtig anvendelse af de komplekse tal, ndr vi skal bestemme redderne i
et polynomium p(Z) € R[Z] af anden grad. Bemeerk, at vi antager, at p(Z) € R[Z], s& polynomiet
p(Z) har reelle koefficienter. Et sadant polynomium p(Z) kan derfor skrives pa formen

p(Z) =aZ? +bZ +c,

hvor a,b,c € R, oga # 0. For at bestemme dets redder skal vi lese polynomiumsligningen
az% 4 bz + ¢ = 0. Nu geelder folgende:

az? 4+ bz + ¢ = 0 < 4a%2% + 4abz + 4ac = 0
& (202)? +2(2az)b + b* = b* — dac (5.2)
& (20z 4 b)* = b* — 4ac.
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Udtrykket b? — 4ac kaldes diskriminanten for polynomiet aZ2 + bZ + c. Vi vil betegne det ved D.
Fra Ligning (5.2) felger det, at for at bestemme redderne i polynomiet aZ% + bZ + c skal vi tage
kvadratroden af dets diskriminant D. Hvis D > 0, kan man benytte den seedvanlige kvadratrod,
men nu vil vi definere kvadratroden af ethvert reelt tal:

Definition 5.2.1
Lad D veere et reelt tal. Da definerer vi

\/E: \/5 hvis D Z 0,
iy/|D| hvis D < 0.

Hvis D > 0, s& er /D netop, hvad vi er vant til, og der geelder, at \/52 = D. HvisD < 0,
geelder der, at VD’ = (iy/|D])? = i |D|2 = (—1)|D| = D. Derfor geelder der for alle reelle tal

D, at \/52 = D. Dette er praecis den egenskab, vi gerne vil have, at kvadratrodsymbolet skal
have. Desuden kan alle lgsninger til ligningen z2> = D nu angives: de er z = v/D og z = —/D.
Senere, i Seetning 5.4.1, vil vi endda kunne beskrive alle losningerne til ligninger af formen z" = w
for ethvert n € IN og w € C. Vi vender nu tilbage til bestemmelsen af redderne i polynomiet
p(z) = az? + bz + c. Ved hjelp af den udvidede kvadratrodsdefinition samt Ligning (5.2) far vi, at

az* + bz +c =0« (2az +b)* = b* — dac
& (2az+b) = Vb2 —4ac VvV (2az+b) = —/b% —4ac (5.3)
_ —b+Vb?—4dac —b — V/b% — 4ac

2a 2a

=z

Vi opnér den velkendte formel til at lose en ligning af anden grad, men kvadratroden af
diskriminanten er nu ogsa defineret, hvis diskriminanten er negativ. Faktisk har vi nu vist
folgende seetning.

Saetning 5.2.1
Polynomiet p(Z) = aZ? + bZ + ¢ € R[Z] med a # 0, har felgende rodder i C:

-b+vD —b—VD

2a 08 2a

, hvor D = b* — 4ac.

For at veere mere preecis har polynomiet

-b++vD
2a

(i) toreelle redder z = ,hvis D > 0,

(ii) enreel rod z = b hvis D =0,

2a’
(iii) to ikke-reelle redder z = _b# ”|D|, hvis D < 0.

Beskrivelsen af redderne i Seetning 5.2.1 er algoritmisk i sin natur. Lad os skrive noget pseudo-kode
og opstille algoritmen:
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Algoritme 7 for udregning af redderne i p(Z) € R[Z] af anden grad.

Input: p(Z) € R[Z] med deg(p(Z)) =2
a + koefficienten af Z2 i p(Z)
. b + koefficienten af Z! i p(Z)
¢ « koefficienten af Z°1i p(Z)
. D+ b? —4ac
if D > 0 then
—b+VD —b—VD
2a °8 2a

—b+1iy/|D] —b—i\/|D|
2a 08 2a

SUBE IR A

return

=)

else

N

8: return

I Figur 5.1 har vi tegnet graferne for nogle andengradspolynomier. Reelle rodder i et
andengradspolynomium svarer til skeeringspunkter mellem x-aksen og dets graf. Hvis der
ikke er nogen skeeringspunkter, har polynomiet ikke reelle redder men komplekse rodder. Hvis
D = b? — 4ac = 0, har polynomiumsligningen az? + bz + ¢ = 0 én lesning, og vi siger i dette
tilfeelde, at polynomiet har en dobbeltrod, eller en rod med multiplicitet to. Hvis D # 0, siger
man, at redderne hver iseer har multiplicitet én. Vi ser, at ethvert polynomium af anden grad
har to redder, hvis rodderne teelles med deres multipliciteter. Vi vender tilbage til rodder og
multipliciteter i flere detaljer i Afsnit 5.6. Grafen for en polynomiefunktion f : R — R, der er
dannet af et andengradspolynomium fra R[Z], skeerer den vandrette akse to gange, hvis D > 0,
én gang, hvis D = 0, og slet ikke, hvis D < 0. Se Figur 5.1 for en illustration.

p(z) «— D<0
<« D=0

<« D>0
\ |

Figur 5.1: Et polynomium p(Z) € R[Z] af anden grad har to reelle redder, hvis D > 0, en
dobbeltrod, hvis D = 0, og to komplekse, ikke-reelle redder, hvis D < 0.

Eksempel 5.2.1

Bestem alle komplekse redder i polynomiet 222 —4Z + 10 = 0.
Svar: Diskriminanten tilherende polynomiet 272 — 47 +10er

D= (-4)2-4-2-10 = —64.
Ifelge Definition 5.2.1 far vi s&, at
VD = v/—64 = iV64 = 8i.
Derfor har polynomiumsligningen 2z — 4z + 10 = 0 to ikke-reelle redder, nemlig

- —(—4) +8i - . B —(—4)—8i - .
%= 2.2 =142 Vv z= N =1-2i.

Selvom Saetning 5.2.1 garanterer, at 1 + 2i og 1 — 2i er rodderne i polynomiet 272 — 47 + 10, s&
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lad os alligevel eftertjekke ved handregning, at 1 + 2i er en rod:

(12 4+ 4i + (20)%) —4- (14 2i) + 10
(1—4+4i)—4-(1+2i)+10
(=3+4i)—4-(142i)+10

64 8i) — (4 +8i) + 10

2- (1422 —4-(14+2i)+10

2
2.
= 2.
(=
0
Vi har nu vist, at 1 + 2i ganske rigtigt og preecis som teorien forudsiger, er en rod i 2Z? — 4Z + 10.

5.3 Polynomier med reelle koefficienter

I det foregdende afsnit studerede vi polynomier af anden grad med reelle koefficienter. Mange
af de polynomier, vi vil stede pé senere, vil have reelle koefficienter. I dette afsnit vil vi derfor
samle fakta om sddanne polynomier. Kompleks konjugering som introduceret i Definition 4.2.3
vil spille en vigtig rolle. Kompleks konjugering har flere gode egenskaber. Vi oplister nogle af
disse i folgende lemma.

Lemma 5.3.1
Lad z, 21,2z, € C veere komplekse tal. Da geelder der, at

(i) 2=z
(i) 21 +22 =71 + 2,
(iii) z1 22 =71 - 22,
(iv) 1/z=1/z forudsat, atz #£0,
(v) 2" = ()", hvorn € Z.

Bevis. Lad os bevise lemmaets andet og tredje punkt. Beviserne af de resterende punkter overlades
til leeseren. Om en sum af to komplekse tal z; = a + bi og zo = ¢ + di pa rektanguleer form geelder
der, at

z1+zy=(a+c)+(b+d)i=(a+c)—(b+d)i=(a—bi)+ (c—di) =71 + 2.
Om et produkt af to komplekse tal z1 = a + bi og zp = ¢ + di pa rektanguleer form geelder der
z1 - 2p = (ac — bd) + (ad + be)i. Derfor har vi
Z1 23 = (ac — bd) — (ad + bc)i.
Samtidig har vi felgende:
zi-zz = (a—bi)-(c—di)
ac — adi — bci + (—b) - (—d)i?
ac — (ad 4+ be)i+bd - (—1)
= ac—bd— (ad + be)i.

Dette viser, at z1 - zp = z7 - 23. O



Kapitel 5 |||| 5.3 POLYNOMIER MED REELLE KOEFFICIENTER 79

Eksempel 5.3.1
Udtryk felgende komplekse tal pa rektanguleer form.

(a) —3+6i

(b) 7@

(c) —97i
Svar:

(a) Jeevnfer definitionen af den komplekst konjugerede har vi —3 + 6i = —3 — 6i.

(b) T = m+ 0i = 7m — 0i = 7. Dette illustrerer det mere generelle faktum, atz = z, hvis z er et
reelt tal.

() —97i = —(—97i) = 97i. Det viser sig mere generelt, at z = —z for alle rent imagineere tal.

Kompleks konjugering fungerer ogsa fint ssmmen med den komplekse eksponentialfunktion.

Lemma 5.3.2
Lad z € C veere et komplekst tal og « € R et reelt tal. Der geelder, at

(i) e# =7,
(ii) efx = e~i#,

(iii) Z = |z|e~ar8(2),

Bevis. Vi beviser her de forste to dele af lemmaet. Den tredje del af lemmaet er illustreret i

Figur 5.2. Antag, at z = a + bi er z’s rektangulere form. Jeevnfer definitionen af den komplekse
eksponentialfunktion féar vi

ez = e?cos(b) + e?sin(b)i = e cos(b) — e sin(b)i
= e cos(—b) + " sin(—b)i = "V = &7

Hvis z = ia (med & € R), opndr vi seertilfeeldet

Eksempel 5.3.2

Skriv det komplekse tal 5¢/7/3 p& poleer form.
Svar:

5eint/3 = 5¢in/3 = 5¢=17/3 Dette illustrerer den tredje del af det foregdende lemma, som
siger, at Z = |z|e—"18(2),

Lad os nu vende tilbage til vores diskussion af polynomier med reelle koefficienter. Grunden til,
at vi genopfriskede kompleks konjugering her, er felgende egenskab:
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Z:|z‘gi arg(z)
2

< arg(z)=—arg(z)

N
[Zl=lzl “~<
N

zZ= ‘zlg’i arg(z)

Figur 5.2: Et komplekst tal z og dets komplekse konjugerede z pa poler form.

Lemma 5.3.3

Lad p(Z) € R[Z] veere et polynomium med reelle koefficienter, og lad A € C veere en rod i p(Z).
Da er det komplekse tal A € C ogsd enrodip(Z).

Bevis. Lad os opskrive p(Z) = a,Z" + - - - + a1Z + ag. Da p(Z) har reelle koefficienter, geelder der,
atay,...,a0 € R. Deter givet,at A € Cerenrodip(Z), og derfor geelder der, at

Ozﬂn)\n+"'+ﬂ1)\+ﬂo.

Vi vil nu vise, at A ogsa er en rod i p(Z). Ferst udferes kompleks konjugering af hver side af
ligningen, hvilket giver

0=apA" + -+ mA +a,

hvorefter vi ved anvendelse af egenskaberne givet i Lemma 5.3.1 herp3, far:

0=ayA" +a, (A" 1. . +aA+ag
= a A"+ ay, A A+
=G AN+ T, A @A+

=T (A)" + @A)+ A A +ag
=au(M)" + a1 (M) a A+ ag
=p(A)

I den femte lighed har vi benyttet os af, at koefficienterne i polynomiet p(Z) er reelle tal, s @; = a;

for alle j mellem 0 og n. Vi har nu vist, at p(A) = 0, og derfor kan vi konkludere, at ogsa A er en
rod i polynomiet p(Z). O

Lemma 5.3.3 har felgende konsekvens: ikke-reelle radder i et polynomium med reelle koefficienter
forekommer i par. Tag for eksempel polynomiet 272 —4Z + 10. Vi s& i Eksempel 5.2.1, at en af
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dets rodder er 1 + 2i. Lemma 5.3.3 medferer, at det komplekse tal 1 — 2i dermed ogsa er en rod i
272 — 47 4+ 10. Eksempel 5.2.1 viste, at dette rent faktisk er tilfeeldet.

5.4 Binomier

I dette afsnit behandler vi polynomier pa formen Z" — w for et naturligt tal n € IN og et komplekst
talw € C forskelligt fra 0. Tallet n er graden af polynomiet Z" — w. Fordi et polynomium pa formen
Z" — w kun bestar af to led, nemlig Z" og —w, kaldes det typisk et binomium. Den tilsvarende
ligning z" = w kaldes en binom ligning. Vi vil i det folgende give en ngjagtig beskrivelse af alle
rodder i et binomium Z" —w € C[Z]. Vi vil altsa bestemme alle z € C, der opfylder ligningen
z" = w. Det viser sig, at den poleere form af det komplekse tal w er til stor hjeelp.

Saetning 5.4.1
Lad w € C\{0}. Ligningen z"" = w har praecis n forskellige losninger, nemlig:

. arg(w) T
z =/ |w]ell TP, pef0,...,n—1}.

Her betegner {/|w| det entydige, positive, reelle tal, der opfylder ({’/ |w|) T |w].

Bevis. Ideen i dette bevis er at forsege at bestemme alle lgsninger z til ligningen z" = w pa poleer
form. Derfor skriver vi z = |z|e', og vi vil forsege at bestemme de mulige veerdier af |z| og u,
séledes at z"" = |w|e®. Forst og fremmest har vi z" = (|z|e™)" = |z|"e!™, og dette udtryk skal
veere lig med |wl|e®®. Dette geelder, hvis og kun hvis |w| = |z|", og ¢ = ¢'*, eller med andre
ord hvis og kun hvis |w| = |z|", og /(" ~%) = 1. Ligningen |w| = |z|" har praecis én losning for
2| € R, nemlig |z| = {/|w|, mens ligningen ¢/("*~%) = 1 ifglge Lemma 4.6.1 er opfyldt, hvis og
kun hvis nu — a = arg(1). De mulige argumenter for 1 er ethvert multiplum af 27, det vil sige
arg(1) = p2m for ethvert heltal p € Z.

Alle losninger til z" = w er derfor pa formen z = < [wletGi P ), hvor p € Z. I princippet har
vi en losning for ethvert valg af p € Z, men nar p gennemlober meengden {0, ...,n — 1}, har vi
allerede opnaet alle de muligheder, der udger forskellige losninger z. O

Nér de tegnes i det komplekse talplan, danner losningerne til ligningen z”" = w hjornerne af en
reguleer n-kant med centrum i 0. Lad os illustrere dette i et eksempel.

Eksempel 5.4.1

I dette eksempel vil vi bestemme alle redder i polynomiet Z* + 8 — i8+/3 og skrive dem pa
rektanguleer form.

Svar: Vi kan benytte Seetning 5.4.1 med n = 4 og w = — (8 — i8+/3). Forst opskrives det komplekse
tal — (8 —i8v/3) = —8 + i81/3 pa poleer form. Vi udregner

| —8+4i8V3| =1/ (—8)2+ (8v3)2 =16

arg(—8 +i8v/3) = arctan(8v/3/(—8)) + m = 27/3,

0g
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og derfor far vi, at —8 4 i8v/3 = 16¢"2"/3, hvilket er den enskede polare form. Ifelge Seetning
5.4.1 er alle losningerne til z* = —8 + i8+/3 givet ved:

7= é/ﬁei<%+p%), hvor p kan veelges frit fra meengden {0, 1,2,3}, s&

7 21 7 157
z=26 V z=23 V z=2% VvV z=273.

Vi skal opskrive disse redder pa rektanguleer form. Ved hjelp af formlen e = cos(t) + isin(t)

fas:
z=V3+i V z=-14+iV3 V z=-V3—-i V z=1-iV/3.

Som neevnt i en bemeerkning efter Seetning 5.4.1 udger disse losninger hjornerne af en reguleer
4-kant (det vil sige, et kvadrat) med centrum i origo. Dette ses i folgende figur.

o VE-

!

Polynomier fra C[Z] af grad to

I Afsnit 5.2 sa vi, hvordan man bestemmer redderne i polynomier fra R[Z] af grad to. Vi ved
nu ogsd, hvordan man bestemmer redderne i binome polynomier, og vi er dermed klar til at
bestemme rodderne i polynomier af grad to fra C[Z] uden meget ekstra arbejde. Den vigtigste
observation er, at for ethvert polynomium aZ? + bZ + ¢ € C[Z], hvor a # 0, er Ligning (5.3)
stadig gyldig. Derfor har vi az? 4+ bz + ¢ = 0 < (2az + b)? = b?> — 4ac. Vi ved fra Seetning 5.4.1, at
ligningen s> = b% — 4ac har preecis to lesninger, som vi kan kalde s og se/™ = —s. Vi har dermed
az? +bz+c =0« 2az+b=sV2az+b= —s. Ved at lose for z far vi derefter folgende resultat:

Seetning 5.4.2
Lad p(Z) = aZ% + bZ + ¢ € C[Z] veere et polynomium af grad to. Yderligere, lad s € C veere en
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losning til den binome ligning s? = b? — 4ac. Da har p(Z) netop felgende redder:

—b+s —b—s
22 08 Tog

Eksempel 5.4.2
Lad os som et eksempel bestemme redderne i polynomiet Z? +2Z + 1 — i.

Svar: Diskriminanten tilherende polynomiet Z2 +2Z +1 —i er lig med 2% —4 -1 (1 — i) = 4i.
Derfor skal vi forst lase den binome ligning s> = 4i. Vi har |4i| = 4 og Arg(4i) = 71/2. Ved hjelp
af Seetning 5.4.1, ser vi, at ligningen s> = 4i har lgsningerne

2.¢™41 = 2. (cos(r/4) +isin(rr/4)) = (£—|—£) V2 +V2i

08
2. (W4T = 2. (cos(57/4) + isin(57/4)) = 2- (—? = ? i) = —V2—-V2i.

Derfor far vi ved hjeelp af Seetning 5.4.2 redderne i polynomiet 724+ 7 4+ 1 —itil at veere

w__l+£+£ og M:_l_i_f.

5.5 Divisionsalgoritmen

I det foregdende afsnit sd vi, hvordan man bestemmer redderne i visse typer af polynomier. For at
studere reddernes opforsel i mere generelle polynomier begynder vi med felgende observation:

Lemma 5.5.1

Lad p(Z) € C[Z] veere et polynomium, og antag, at p(Z) = p1(Z) - p2(Z) for to polynomier
p1(Z2), p2(Z) € C[Z]. Yderligere, lad A € C. Daer A enrod i p(Z), hvis og kun hvis A er en rod i
p1(Z) elleri py(Z).

Lad os, for vi beviser dette lemma, relatere pastanden i lemmaet til udsagnslogikken fra Kapitel 1
for at tydeliggore, hvad pastanden siger. En pastand som
“Aerenrodip(Z), hvis og kun hvis A er enrod i p1(Z) elleri py(Z)”

i en matematisk tekst er blot en made at formulere et udsagn fra udsagnslogikken pé i mere
almindeligt sprog. Omformulerer vi til begreber fra udsagnslogikken, opnar vi udsagnet

Aerenrodip(Z) < Aerenrodipi(Z) V Aerenrodipy(Z).

Vi kan endda ga endnu videre og fjerne alle ord:

p(A)=0 <« pi(A) =0V pa(A) =0.

Det er en god vane at sikre sig, at man forstdr, hvad et matematisk udsagn nejagtigt betyder, hvis
det formuleres i almindeligt sprog. I dette tilfeelde er det for eksempel muligt, at A er en rod i bade
p1(Z) og p2(Z), selvom “eller” ofte benyttes i betydningen “enten den ene eller den anden, men
ikke begge”. I matematiske tekster har “eller” typisk samme betydning som “V”. Med dette in
mente vil vi fortseette til beviset for lemmaet:
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Bevis. Tallet A er en rod i p(Z), hvis og kun hvis p(A) = 0. Da p(Z) = p1(Z2)p2(2), er
dette eekvivalent med at sige, at p1(A)p2(A) = 0, og derfor aekvivalent med udsagnet, at
p1(A) =0V pa(A) = 0. Dette udsagn er logisk eekvivalent med at sige, at A er en rod i p1(Z) eller

i pa(2). O

Onsker man at bestemme alle redder i et polynomium, antyder ovenstdende lemma, at det
altid er en god idé at prove at skrive polynomiet som et produkt af polynomier af lavere grad.
Hvis p(Z) = p1(Z) - p2(Z) som i det foregdende lemma, siges p1(Z) og p2(Z) at veere faktorer
i polynomiet p(Z). Det er derfor nyttigt at have en algoritme, der gor det muligt at afgere,
om et givet polynomium p;(Z) € C[Z] er en faktor i et givet andet polynomium p(Z) € C[Z].
Ligning (5.1) er her til en vis hjelp, da den medferer, at p(Z) = p1(Z) - p2(Z) kun kan veere
sandt, hvis deg p(Z) = degp1(Z) + deg p2(Z). Specifikt kan p;(Z) ikke veere en faktori p(Z),
hvis deg p1(Z) > degp(Z). Men dette efterlader stadig tilfeeldet deg p1(Z) < degp(Z) &bent.
For vi opstiller algoritmen, der loser problemet i sin helhed, vil vi forst se pa et par eksempler.

Eksempel 5.5.1

(a) Afger, om polynomiet Z + 3 er en faktor i polynomiet 272 + 3Z — 9.

(b) Afger, om polynomiet Z + 4 er en faktor i polynomiet 323 + 27 + 1.

(c) Afger, om polynomiet 27% + Z + 3 er en faktor i polynomiet 6Z* + 323 + 1972 +5Z + 15.
Svar:

(a) Vi vil forsege at bestemme et polynomium g(Z) € C[Z], séledes at (Z +3) - q(Z) = 27> +
3Z — 9. Hvis et sadant q(Z) findes, skal det have graden 1 pa grund af Ligning (5.1). Hvis et
q(Z) findes, skal det derfor veere af formen q(Z) = by Z + by, hvor by, by € C. Vi prover forst
at bestemme b;. Inden vi pdbegynder en reducering af produktet (Z + 3) - (b1 Z + by), kan vi
med det samme se, at den hejeste eksponent pa Z i produktet er 2, og at koefficienten af Z2
i produktet er by. Dette betyder, at (Z + 3) - (b1 Z + by) = by Z? + led af grad mindre end 2.
Da der allerede geelder, at (Z + 3) - (h1Z + by) = 2Z2> +3Z — 9, har vi dermed, at b;
skal veere 2. Nu hvor vi ved, at by = 2, vil vi bestemme by. Pa den ene side skal
(Z+3)-(2Z + by) = 27Z% + 3Z — 9 veere opfyldt, men pa den anden side kan vi skrive
(Z+3)-(2Z+by) =(Z+3)-2Z+ (Z+3) - by. Derfor kan vi konkludere, at

(Z+3) bg=272%>4+3Z—-9—(Z+3)-2Z=—-3Z—09. (5.4)

Den vigtige observation her er, at vi tidligere har valgt by pa en sddan made, at Z>-leddet
i Ligning (5.4) er veek. Ved at se pa koefficienterne af Z, konkluderer vi, at by = —3.
Vi har vist implikationen (Z + 3) - q(Z) = 272> +3Z —9 = g(Z) = 2Z — 3. En direkte
kontrol verificerer, at det faktisk er tilfeeldet, at 272 +3Z —9 = (Z + 3) - (2Z — 3). Vi kan
konkludere, at Z + 3 ganske rigtigt er en faktor i 2Z> + 3Z — 9. Da —3 er roden i Z + 3,
medferer Lemma 5.5.1, at —3 ogsa er rod i polynomiet 272 + 3Z — 9. Og ganske rigtigt har
vi2-(=3)2+3-(-3)-9=0.

Der findes en mere bekvem made at opskrive de beregninger, vi netop har udfert, pa. Det
forste trin var at udregne by og traekke by - (Z + 3) fra 272 +3Z — 9:

Z+3| 2224329 |22

272 + 67
—-3Z-9
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Den forste linje indeholder de polynomier, vi startede med, nemlig Z + 3 og 272 + 3Z — 9,
samt alleled i q(Z), som vi fandt frem til i forste trin. Den anden linje bestér af det multiplum
af Z + 3, som vi trak fra 2Z? 4+ 3Z — 9 i Ligning (5.4). Den tredje linje angiver udtrykket
272 4+3Z —9 —2Z - (Z + 3) for vores reduceringer. Vi kom ogsa frem til dette i hejresiden
af Ligning (5.4). Det neeste trin var at bestemme by. Vi kom frem til, at by = —3, og kan
opdatere ovenstdende skema som folger:

Z+3|27224+3Z-9 |2Z-3

272 + 67
—37Z-9
—37Z-9

0

Dette betyder blot, at 2Z% +3Z — 9 — (Z + 3) - (2Z — 3) = 0. Dette nul i hejresiden kommer
fra den sidste linje i ovenstiende skema. Konklusionen er derfor, at Z + 3 er en faktor
i polynomiet 272 +3Z — 9. Vi kan endda skrive faktoriseringen ned, da vi har vist, at
272437 -9=(Z+3)-(2Z-3).

(b) Denne gang skal vi undersege, om polynomiet Z + 4 er en faktor i polynomiet 3Z3 +2Z + 1.
Vi prover at bestemme et polynomium g(Z), séledes at (Z +4) - q(Z) = 373 +2Z + 1. Vi
ser, at q(Z) skal have graden 2, det vil sige (Z) = bZ? + b1 Z + by, og vi vil bestemme dets
tre koefficienter. Fra leddet med den hejeste eksponent pa Z ser vi, at b, = 3. Lad os denne
gang benytte den skematiske procedure som beskrevet i forste del af dette eksempel fra start

af. Forst far vi:
Z+4| 323 +2Z+1 | 372

373 + 1272
— 1272427 +1

Nu kan vi se, at koefficienten af Z i q(Z) skal veere —12, og vi far:

Z+4| 323 + 2Z+1 |322-127

373 + 1272
— 1272 L RZ A1
— 1272 — 487

50Z +1

Vi kan nu afleese, at konstantleddet by i q(Z) skal veere 50, og vi far:

M 373 + 2Z+ 1 \322—1zz+50
373 +1272
— 1272+ 27+ 1
— 1272 — 487
50Z + 1
50Z + 200

— 199
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Denne gang far vi ikke et nul i den sidste linje. Hvad ovenstaende skema faktisk viser, er, at
373 +27Z+1—(Z+4)- (32> —12Z + 50) = —199. Dette betyder, at Z + 4 ikke kan veere
en faktor i 3Z% +2Z + 1, da Z + 4 sa ogsa ville veere en faktor i 373 +2Z +1— (Z +4) -
(372 —12Z +50) = —199. Dette er umuligt, da deg(Z +4) = 1 > 0 = deg(—199). Bemaerk,
at —4 ikke er rod i polynomiet 3Z% +2Z +1,da3- (—4)3 +2- (—4) +1 = —199.

(c) Viangiver kun den fuldendte skematiske procedure denne gang:

272+ 7Z+3| 6Z4+323 41922 +5Z+15 | 3Z2+5

6Z% +373+ 972
1022 4+5Z +15
1022 4+5Z +15
0

Konklusionen er, at 6Z* + 373 +197% + 5Z + 15 — (2Z2 + Z + 3) - (3Z2 +5) = 0 og derfor,
at6Z* +373 + 1922 +5Z +15 = (2Z%2 + Z +3) - (3Z? +5). Derfor er 2Z% + Z + 3 en faktor
i polynomiet 6Z* + 373 + 1922 + 57 + 15.

Algoritmen beskrevet i ovenstadende eksempler kaldes polynomisk division eller divisionsalgoritmen
eller af og til ogsa lang division. Lad os beskrive den i sin fulde, generelle form.

Der er givet to polynomier p(Z),d(Z) € C[Z] som input, hvor d(Z) ikke er nulpolynomiet. Vi
onsker at bestemme to polynomier q(Z) og r(Z) tilherende C[Z], saledes at:

) p(2) = d(2)q(2) +1(2).
(i) r(Z) =0 Vv deg(r(z)) < deg(d(z)).

Polynomiet q(Z), som vi forseger at finde frem til, kaldes kvotienten af p(Z) modulo d(Z), mens
polynomiet (Z) kaldes resten af p(Z) modulo d(Z). Polynomiet d(Z) er en faktor i p(Z), hvis og
kun hvis denne rest er nulpolynomiet. Derfor kan divisionsalgoritmen ogsa benyttes til at afgere,
om et givet polynomium overhovedet kan divideres op i p(Z).

For at bestemme kvotienten og resten begynder vi med folgende skematiske procedure:

dz)| pz) |o

Er vi heldige, har vi deg p(Z) < degd(Z). Isa fald kan vi stoppe divisionsalgoritmen allerede her
og returnere veerdierne q(Z) = 0 og r(Z) = p(Z). Hvis ikke, sd starter vi den lange division og
bestemmer et simpelt multiplum af d(Z) med samme grad og ledende koefficient som p(Z). Lad
os betegne graden af d(Z) ved m, den ledende koefficientid(Z) ved d,, og den ledende koefficient i
p(Z) ved b. S& har polynomiet bd,,! Z4¢87(2)=" . 4(7) nejagtig samme grad og ledende koefficient
som p(Z). Derfor opdaterer vi den skematiske procedure som felger:

d(Z) P(Z) bdmflzdegp(z)fm

bd,, ' zdesP(Z)=m . q(Z7)
p(Z) — bdy, ' zdesP(Z)=m . 4(7)
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Bemaerk, at graden af polynomiet p(Z) — bd,, 1 29¢8P(2)=" . 4(Z) er skarpt mindre end deg p(Z),
da de ledende koefficienter i p(Z) og bd, '7degP(Z)="m . 4(7) er ens og derfor annullerer
hinanden, nar forskellen mellem de to polynomier udregnes. Skulle det ske, at graden af det
resulterende polynomium p(Z) — bd,, 1 Z4€8P(2)=m . 4(Z) er skarpt mindre end graden af d(Z),
er vi feerdige og kan returnere som svar polynomierne p(Z) — bd,, 1 Z38P(Z)=" . 4(7) for r(Z)
og bd,,~1zdegr(Z)=m . 4(7) for q(Z). Hvis ikke, sa fortsatter vi til naeste linje.

Antag nu, at vi har udfert proceduren et par gange og er naet frem til folgende:

az) | r(2) |9 (2)

r(Z)

Hvis degr*(Z) < degd(Z), sa er vi feerdige og kan returnere g*(Z) og r*(Z) som kvotienten
og resten, vi leder efter. Ellers udferer vi et trin mere i den lange division og finder et simpelt
multiplum af d(Z), der har samme grad og ledende koefficient som r*(Z). Meget lig det forste
trin i den lange division, hvor vi nu betegner den ledende koefficient i *(Z) ved b, far vi, at
polynomiet bd;,' 748" (2)=" . 4(Z) har nejagtig samme grad og ledende koefficient som r*(Z).
Derfor opdaterer vi den skematiske procedure som folger:

d(z) | p(2) | 4%(2) + bd,, ' 87 (2)-m

r(2)
bd,, 'z (2)—m . q(7)
1*(Z) — bd,, tzde8r(Z)=m . 4(7)

Da graden af polynomiet i bunden af skemaet falder for hvert trin i iterationen, vil vi efter et
endeligt antal trin na situationen:

Her er r(Z) enten nulpolynomiet, eller degr(Z) < degd(Z). Kvotienten og resten er dermed de
polynomier g(Z) og r(Z), der ses i skemaet. Lad os opstille denne algoritme i pseudo-kode. For at
angive, at algoritmen skal fortseette, lige sa leenge degr*(Z) > degd(Z), benytter vi en sdkaldt
while-lgkke i pseudo-koden.

Algoritme 8 til udferelse af lang division i C[Z]
Input: p(Z) € C[Z],d(Z) € C[Z] \ {0}.

: m < degd(Z)

: dp < ledende koefficientid(Z)

1 47(2) < 00g1°(Z) < p(2)

: while degr*(Z) > m do

b + ledende koefficient i r*(Z)

q*(z) . q*(z) + bdr—nlzdegr(z)—m

1*(Z) < 1*(Z) — bd;, 748" (2)=m . 4(7)

: return g*(2),r*(Z)

® N O Ul AW N =
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5.6 Radder, multipliciteter og faktoriseringer

En overraskende og smuk setning siger, at ethvert polynomium p(Z) € C[Z] af grad mindst 1
har en rod i C. Dette resultat kaldes normalt algebraens fundamentalseetning. Lad os her formulere
denne seetning, sa vi kan referere til den fremover.

Seetning 5.6.1 Algebraens fundamentalszetning
Lad p(Z) € C[Z] veere et polynomium af grad mindst én. Da har p(Z) enrod A € C.

Vi vil ikke bevise denne seetning, da beviset er temmelig indviklet. Vi har dog set, at seetningen er
sand for polynomier af anden grad i Seetning 5.4.2. Bemeerk, at et polynomium ikke nedvendigvis
har en reel rod. Som eksempel har polynomiet Z2 + 1 ikke en reel rod men derimod et par af
(ikke-reelle) komplekse redder, nemlig i og —i.

Det kan veere sveert eller direkte umuligt at finde et nyttigt, nejagtigt udtryk for et givet
polynomiums redder, hvor man ofte ma nejes med en numerisk tilneermelse af redderne. Man
kan dog pa forhand vide noget om antallet af rodderne, som et polynomium kan have. Vi vil nu
se, at hvis et polynomium har graden 7, s& har det n redder, hvis vi teeller redderne pa en bestemt
made. Med divisionsalgoritmen som verktej pdbegynder vi her vores undersogelse af rodder i et
polynomium.

Lemma 5.6.2

Lad p(Z) € C[Z] vaere et polynomium af grad n > 1, oglad A € C veere et komplekst tal. Tallet A
erenrod i p(Z), hvis og kun hvis Z — A er en faktori p(Z).

Bevis. Hvis Z — A er en faktor i p(Z), sa findes der et polynomium g(Z) € C[Z], saledes at
p(Z) = (Z—A)-q(Z). Derfor geelder der, at p(A) = 0-g(A) = 0. Dette viser, at A er enrod i p(Z),
hvis Z — A er en faktori p(Z).

Antag nu, at A er enrod i p(Z). Ved hjeelp af divisionsalgoritmen kan vi bestemme polynomierne
q(Z) og r(Z), saledes at

p(2) =(Z=2)-q(z) +1(Z), (5.5)
hvor enten 7(Z) er nulpolynomiet, eller deg(r(Z)) < deg(Z —A) = 1. Daentenr(Z) = 0, eller
deg(r(Z)) < 1, ser vi, at r(Z) faktisk er en konstant r € C. Ved at seette Z = A i Ligning (5.5) far
vi,at p(A) = r+ 0 = r. Dermed har vi vist, at p(Z) = (Z —A) - q(Z) + p(A). Hvis A er en rod i
p(Z) (det vil sige, p(A) = 0), far vi derfor, at Z — A er en faktor i p(Z). O

Ved hjeelp af dette lemma kan vi definere multipliciteten af en rod.

Definition 5.6.1

Lad A veere en rod i et polynomium p(Z). Multipliciteten af roden defineres som det storste
naturlige tal m € IN, séledes at (Z — A)™ er en faktor i p(Z). A siges at veere rod i p(Z) med
multiplicitet m.

Bemeerk, at Lemma 5.6.2 medferer, at enhver rod i et polynomium har multiplicitet mindst 1. En
rod med multiplicitet to kaldes typisk en dobbeltrod.
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Eksempel 5.6.1
Afgor, om —3 er en rod i felgende polynomier. Bestem i bekraeftende fald dens multiplicitet.

* 1(2)=27%+3Z+1.

o p3(Z)=27%+372-9Z —27.

o py(Z) = (272 +3Z—9)-(Z3+32% —9Z —27) = 27° +97Z* — 1873 — 10872 + 243.
Svar:

(a) Vihar p;(—3) = 18 — 9 — 9 = 0. Derfor er —3 en rod i polynomiet 272 +3Z — 9. Vi har i
Eksempel 5.5.1 set, at 2Z% +3Z — 9 = (Z + 3) - (2Z — 3). Dette betyder, at multipliciteten af
roden —3 er lig med 1. Vi kan ogsé se, at faktoren 2Z — 3 giver anledning til endnu en rod i
p1(Z), nemlig roden 3/2. Denne rod har ogsa multiplicitet 1.

(b) Vihar py(—3) = 1. Derfor er —3 ikke en rod i p»(Z).

(c) Denne gang har vi p3(—3) = 0,58 —3 erenrod i p3(Z). Ved brug af divisionsalgoritmen f&r

V1.
Z+3| Z343722-9Z2-27 | Z2—-9
73 4+ 372
—-97 —27
—-97 —27
0

Derfor geelder der, at Z% + 372 —9Z — 27 = (Z +3) - (Z%> — 9). Tallet —3 er ogsa en rod
i polynomiet Z2 — 9, s multipliciteten af roden —3 er mindst 2. Faktisk geelder der, at
72— 9= (Z+3)-(Z—3),542%+372—97Z —27 = (Z+3)-(2%2—9) = (Z+3)%-(Z - 3),
hvilket betyder, at roden —3 i p3(Z) har multiplicitet 2. Vi viste ogsd, at 3 er en rod i p3(Z),
og at denne rod har multiplicitet 1.

(d) Vi har ps(Z) = p1(Z)p3(Z). Fra ferste og tredje punkt i dette eksempel fér vi, at
pa(Z) = (Z+3)% - (2Z — 3) - (Z — 3). Dette betyder, at roden —3 har multiplicitet 3. Vi ser
ogsd, at tallene 3/2 og 3 er redder i p4(Z), begge med multiplicitet 1. Grafen for den reelle
polynomiumsfunktion, som p4(Z) giver anledning til, ses i Figur 5.3.

Ovenstdende eksempel illustrerer, at der er en én-til-én-korrespondance mellem faktorer af grad
én i et polynomium og redderne i et polynomium. Algebraens fundamentalseetning (Seetning
5.6.1) siger, at ethvert polynomium af grad mindst 1 har en rod. Dette har felgende konsekvens:

Saetning 5.6.3
Lad p(Z) = anZ" +a, 1Z" ' + - -+ a1 Z + ag veere et polynomium af grad n > 0. Da eksisterer
der A4, ..., A, € C, saledes at

p(2) =an-(Z=2A1) - (Z = An).

Bevis. Ifolge algebraens fundamentalseetning eksisterer der en rod A; € C i polynomiet p(Z).
Ved hjeelp af Lemma 5.6.2 kan vi skrive p(Z) = (Z — A1)g1(Z) for et vist polynomium g1 (Z).
Bemeerk, at deg(q1(Z)) = deg(p(Z)) — 1. Hvis g1(Z) er en konstant, er vi feerdige. Ellers kan
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p(z)

00 |

100 |

_?/ ) >

—100 +

Figur 5.3: Grafen for polynomiumsfunktionen p : R — R, hvor p(z) = 2z° + 9z* — 182% — 10822 +
243.

vi anvende algebraens fundamentalseetning pa polynomiet g1 (Z) og bestemme en rod A, € C
iq1(Z). Igen ved hjeelp af Lemma 5.6.2 kan vi skrive q1(Z) = (Z — A3) - q2(Z). Dette medferer,
atp(Z) = (Z— A1) - (Z = A2) - q2(Z). Ved at fortseette pa denne made kan vi skrive p(Z) som
et produkt af polynomier af grad én péd formen Z — A gange en konstant c. Da den ledende
koefficient i p(Z) er a,, er denne konstant ¢ lig med a;,. O

Eksempel 5.6.2
Som et eksempel genbeseger vi polynomiet py(Z) = 2Z° +97Z* — 1873 — 10872 + 243 fra

Eksempel 5.6.1. Vi ensker at omskrive dette polynomium som i Seetning 5.6.3. Vi har allerede set,
at p4(Z) = (Z+3)%- (2Z — 3) - (Z — 3). Ved at faktorisere 2 ud fra faktoren 2Z — 3 far vi:

pa(Z)=2-(Z+3)%-(2-3/2)- (Z—-3)=2-(Z+3)-(Z+3)-(Z+3)-(Z—-3/2)-(Z—3).

I notationen fra Seetning 5.6.3 ser vi, at Ay = =3, A, = =3, A3 = =3, Ay = 3/2, og A5 = 3. Dette
illustrerer endnu en gang, at multipliciteterne af redderne —3, 3/2 og 3 er henholdsvis 3, 1 og 1.
Bemeerk, at summen af alle multipliciteter er lig med 5, hvilket er graden af p4(Z).

Faktisk geelder det altid, at summen af alle multipliciteter af redderne i et polynomium er lig med
dets grad. I ord kan man derfor omformulere Sezetning 5.6.3 som felger: et polynomium af grad
n > 1 har nejagtigt n redder, hvis redderne teelles med multipliciteter. For polynomier i R[Z] har
Seetning 5.6.3 felgende konsekvens:

Korollar 5.6.4

Ethvert polynomium p(Z) € R[Z] af grad mindst én, kan skrives som produktet af polynomier af
grad én og grad to fra R[Z].

Bevis. Ifelge Seetning 5.6.3 kan ethvert polynomium p(Z), der ikke er nulpolynomiet, skrives som
produktet af den ledende koefficient i p(Z) og faktorer af grad én pa formen Z — A. Tallet A € Cer
en rod i polynomiet p(Z). Hvis vi anvender dette pd et polynomium p(Z) med reelle koefficienter,
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ser vi, at mens den ledende koefficient er et reelt tal, behever roden A ikke at veere et reelt tal. Men
enhver reel rod A giver anledning til en faktor af grad én med reelle koefficienter, nemlig Z — A.

Ladnu A € C\ R vareenrodip(Z). Lad os skrive A = a + bi pa rektanguleer form. Da A ¢ R,
ved vi, at b # 0. Lemma 5.3.3 medferer, at tallet A = a — bi ogsé er en rod i p(Z). Desuden er
A # A, dab # 0. Derfor er Z — A og Z — A to forskellige faktorer i p(Z), hvis vi arbejder i C[Z]. Nu
er ideen at multiplicere faktorerne Z — A og Z — A sammen, da det viser sig, at (Z — A) - (Z — A)
har reelle koefficienter. Vi far

(Z-N)-(Z=A)=Z2—(A+A)Z+ A
=72 (a+bi+a—bi)Z+ (a+bi)-(a—bi) (5.6)
= 7% - 2aZ + (a® + 1?),

der som forventet er et polynomium af grad to i R[Z], da dets koefficienter er reelle tal. P4 denne
made kan vi omdanne faktoriseringen af p(Z) i C[Z] fra Seetning 5.6.3 til en faktorisering af p(Z) i
R[Z] ved brug af faktorer af forste og anden grad med reelle koefficienter. O

Eksempel 5.6.3

Skriv felgende polynomier som et produkt af polynomier af grad én og grad to med reelle
koefficienter.

@ p(2)=2-22+Z-1
(b) pa(Z) = Z* +4
Svar:

(a) Tallet 1 er enrod i p1(Z), da p(1) = 0. Ved hjeelp af divisionsalgoritmen kan man vise,
at p1(Z) = (Z—1) - (Z%> +1). Polynomiet Z? + 1 har ingen reelle redder og kan derfor
ikke faktoriseres yderligere indenfor de reelle tal (indenfor de komplekse tal kan man godt:
72 +1 = (Z+1i)-(Z —1i)). Den enskede faktorisering er derfor:

7872+ 7 1=(Z—1)-(Z2 +1).

(b) Ved brug af teorien i Afsnit 5.4 kan vi bestemme alle rodder i polynomiet Z* + 4 til at veere
1+i,1—1i,—1+iog—1—i. Derfor har vi, at
ZA44=(Z-(1+0)-(Z-1—=0) - (Z—(=1+0)-(Z—-(-1-i)).

Som i Ligning (5.6) kan vi gange par af komplekst konjugerede faktorer sammen for at slippe
af med de komplekse koefficienter. Derefter har vi, at

(Z—(@+8) (Z—@—0)=Z22—2Z+2

0g
(Z—(=1+10)-(Z—(-1—i)) =22 +2Z +2.

Den enskede faktorisering af Z* + 4 er derfor

Zi 44 =(Z22-2Z+2)-(Z°+2Z +2).



llll Kapitel 6

Systemer af linezere ligninger

6.1 Strukturen af linezere ligningssystemer

Nar man arbejder med en ligning i én variabel benyttes ofte variablen x. I Eksempel 1.4.2 arbejdede
vi for eksempel med ligningen 2|x| = 2x + 1. Ofte er der ikke kun én variabel, men flere. Hvis
der er to variable, bruger man ofte x og y, hvis der er tre x, y og z, men hvad ger man, hvis der er
endnu flere variable, for eksempel fem variable? Da vil man typisk benytte sig af variabelnavne sa
som x1, X2 og sa videre. Hvis vi for eksempel har behov for fem variable, benytter vi blot x1, x2,
x3, X4 og x5. Vi kan dermed lade det preecise antal variable vaere uspecificeret og sige, at vi har n
variable for et naturligt tal n € IN. Man siger, at man har en ligning i de n variable x1, ..., x;.

En lineer ligning i de n variable x1, ..., x; er en ligning péd formen

ap-xy+-+ap Xy =0,

hvor ay,...,a,,b er konstanter. Disse konstanter vil typisk veere reelle eller komplekse tal
afheengigt af situationen. For at undga hele tiden at skulle udspecificere, om vi arbejder med reelle
eller komplekse tal, vil vi her introducere folgende definition:

Definition 6.1.1
En meengde F kaldes et legeme, hvis addition + og multiplikation - er defineret for alle par af
elementer i IF pa en sddan made, at folgende regler er opfyldt:

(i) Addition og multiplikation er associative: ay + (az + a3) = (a1 +a2) +az ogay - (ap - az) =
(a1 o ﬂz) - a3 for alle a;,a5,a3 € TF.

(ii) Addition og multiplikation er kommutative: a1 4+ ap = ap + ay og ay - ap = ap - a; for alle
ai,ap,a3 € F.

(iii) Der geelder distributivitet af multiplikation over addition: a; - (ay +a3) = a1 - ap + ay - ag for
alle aq,a,,a3 € IF.

(iv) Addition og multiplikation har et neutralt element. Det vil sige, der findes to forskellige
elementer i IF, typisk betegnet ved 0 og 1, som opfylder henholdsvisa+0=ao0ga-1=a
forallea € IF.

92
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(v) Additivt inverse eksisterer: for ethvert a € IF findes der et element i IF, betegnet —a og kaldet
den additivt inverse af 4, sdledes at a + (—a) = 0.

(vi) Multiplikativt inverse eksisterer: for ethverta € IF \ {0} findes der et element i F, betegnet
a~!eller 1/a og kaldet den multiplikativt inverse af a, sdledes ata - a~! = 1.

Seetningerne 4.2.2 og 4.2.3 siger tilsammen, at de komplekse tal udgor et legeme. Ogsa de reelle tal
R med den seedvanlige addition og multiplikation udger et legeme. Der findes mange flere mulige
eksempler pa legemer, men nar vi benytter symbolet IF eller skriver noget i stil med “legemet IF”,
kan du blot teenke péd IR eller C. For at vise, at der findes flere legemer end blot disse to, giver vi
her to eksempler.

Eksempel 6.1.1

Lad F = Q veare maengden af rationale tal, se Eksempel 2.1.4. Denne meengde, udstyret med den
seedvanlige addition og multiplikation, er et legeme. Det kaldes legemet af rationale tal.

Eksempel 6.1.2

Lad IF, = {0,1}, og definér addition og multiplikation som felger: 0+0=0,0+1=1,14+0 =
1,1+1=00g0-0=0,0-1=0,1-0=0,1-1 = 1. Med disse definitioner af addition og
multiplikation er IF, et legeme. Det kaldes legemet af bits, det bineere legeme eller alternativt det
endelige legeme med to elementer.

Vender vi tilbage til vores studie af linezere ligninger, kan vi nu give en mere preecis definition.

Definition 6.1.2
En linezer ligning over et legeme F i de # variable xq, ..., x,, er en ligning pa formen

ap-x1+- - +ap Xy =Db,

hvoray,...,a,,b € .
En losning til denne linezere ligning er et n-tupel (vy,...,v,) € F", sédledes ata; -v1 + - - - +
ay v, = b.

Vi har set notationen IF" i denne definition for, nemlig i Afsnit 2.1 (se Ligning (2.3)). Det er
det kartesiske produkt af IF med sig selv n gange. Mere jordneert er [F” simpelthen meengden
af alle n-tupler (vy,...,v,), hvor hver koordinat er et element fra F. Nogle gange udelades
multiplikationssymbolet mellem konstanten og variablerne. For eksempel har 2x; den samme
betydning som 2 - x;.

Der er en spidsfindighed i Definition 6.1.2, som er let at overse. Hvis vi siger, at vi betragter en
lineeer ligning over F, er vi kun interesserede i losninger (vy, . ..,v,), der ligger i IF". Med andre
ord, ved at specificere, at den linezere ligning er over [F, siger vi implicit, at alle koordinaterne af
en losning (vy,...,v,) skal ligge i IF. Lad os betragte nogle fa eksempler.

Eksempel 6.1.3 (a) Find en losning til den lineeere ligning 3x1 + xp = 5 over RR.

(b) Betragt den linezere ligning x; + x, = 0 over C. Er (i, —i) € C? en losning til denne linezere
ligning?

(c) Betragt den lineaere ligning x; + x, = 0 over R. Er (i, —i) € C2 en losning til denne lineaere
ligning?
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(d) Betragt den linezere ligning x1 + xo = 0 over R. Find en lgsning.
Svar:

(a) Der er mange mulige losninger, men for eksempel er (x1,x;) = (0,5) en losning, da
3:-0+5=05.

(b) Dai+ (—i) = 0, er talparret (i, —i) € C? en losning til den lineere ligning x1 + x, = 0 over
C.

(c) Selvom i+ (—i) = 0, er talparret (i, —i) ikke en losning til den linezere ligning x; + x, = 0
over R. Det skyldes, at talparret (—i,i) ikke er et element i R?.

(d) En mulig lesning er (1, —1). En anden losning er (0,0).

Nu kommer vi til hovedemnet i dette afsnit, nemlig systemer af lineaere ligninger. Det er
simpelthen en udvidelse af Definition 6.1.2, hvor vi betragter ikke blot én lineeer ligning men
adskillige lineaere ligninger over et legeme [F pa samme tid.

Definition 6.1.3

Et system af m lineeere ligninger Ry, ..., Ry, over et legeme [F i de n variable x1, ..., x; er et system
af m ligninger pa formen

Ri: an-x1 + -+ + ap-xp = b
Ry: ay-xq + -+ + apy-xp = by
Ru: am-x1 + -+ + Gmn-Xn = by

hvor ayy,...,amn,b1,..., by € .
En losning til dette system af linezere ligninger er et n-tupel (01, el vn) € [F", saledes at der
for alle i mellem 1 og m geelder, at a;; - v1 + - - - +a;, - vy = b;.

Lidt forklaring af notationen er pa sin plads her. Forst og fremmest blev der tilfojet et dobbeltindeks
pé konstanterne foran variablerne. a;; betegner konstanten, der optreaeder i ligning i foran variablen
x;. Har vi for eksempel mindst to ligninger og mindst tre variable, vil 4,3 betegne konstanten i
ligning to foran variablen x3. Hvis m = 11 Definition 6.1.3, far vi blot tilfeeldet med én lineeer
ligning som beskrevet i Definition 6.1.2.

Brugen af krolleparentesen { foran ligningerne er blot for at understrege, at alle ligninger betragtes
samtidigt, og at en lesning til systemet skal opfylde alle ligninger pa samme tid. I logiske termer
kan vi derfor skrive, at et n-tupel (v1,...,v,) € F" er en losning til systemet af ligninger som
angivet i Definition 6.1.3, netop hvis:

Ay o1+ a1 v =by A o A Ay U1+ A Op = b

Brugen af Ry, ..., R;; som “etiketter” for ligningerne er ikke nedvendig, og ofte udelades disse
etiketter. Vi vil ogsa oftest udelade disse etiketter fremover, men mens vi udvikler teorien om,
hvordan man leser systemer af linezere ligninger, kan de veere praktiske. For at fordeje denne
definition ber vi straks gennemga nogle eksempler.
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Eksempel 6.1.4
Bestem losningsmeengden til folgende system af to lineaere ligninger i to variable over IR:

x1+2x = 1
X2 = 2
Dette system er temmelig simpelt at lose, da ligning to allerede fastseetter veerdien af x, (nemlig
xp = 2). Ved at benytte dette i den forste ligning ser vi, at ethvert talpar (x1,x;), der opfylder
begge linezere ligninger, vil opfylde x, =2 o0g xy =1 —2x; =1 —2-2 = —3. Derfor har systemet
kun én lesning, nemlig (x1, x2) = (—3,2). Losningsmaengden er derfor givet ved {(—3,2)}.

Eksempel 6.1.5
Betragt folgende system af lineaere ligninger over R i variablerne xy, ..., x4:

2x1+6x+x4 = 0
4X1 — X3 = 6
Lad os overveje, hvordan dette eksempel passer med Definition 6.1.3. Ferst og fremmest har vi to
linecere ligninger og derfor m = 2. Desuden er de eneste variable, der optraeder i disse to ligninger,
x1,X2,x3 0g x4. Derfor kan vi veelge n = 4. At bestemme a;; er nu et spergsmal om at afleese
konstanterne foran variablerne. Men for vi gor dette, er det praktisk at omskrive ligningssystemet
en smule som folger:

2:x1 + 6-x0 + 0-x3 + 1-xqy = 0
4-x1 + 0-xp + (-1):x3 + 0-xq = 6
Vi kan nu direkte afleese, atayy =2,a1p =6,a13 =0,a14 =1,b1 = 0,421 =4,a»n =0,a3 = —1,

aps = 0, og by = 6. Vi vil bestemme losningerne til dette system af linezere ligninger senere.

Et system af m lineeere ligninger over et legeme IF i de n variable x1, ..., x;, kaldes homogent, hvis
det for alle i mellem 1 og m geelder, at b; = 0. Ellers kaldes systemet inhomogent. Systemet givet
i Eksempel 6.1.5 er inhomogent, da vi i det eksempel har b, # 0. Et eksempel pd et homogent
system af lineeere ligninger i tre variable er:

3-x1 + 52 + 10-x3 = 0

5.9 + 2-xp — 2-x3 = 0
Bemeerk, at tuplet (0,0,0) er en mulig losning til dette system. Mere generelt kan man vise, at et
homogent system af linezere ligninger i # variable har tuplet (0, ...,0) som lesning. Lad os afslutte

dette afsnit ved at formulere to struktursetninger, der vedrerer losningsmeengderne til systemer af
lineeere ligninger. Den ene vil veere for homogene systemer, den anden for inhomogene systemer.

Saetning 6.1.1
Lad et homogent system af m lineeere ligninger Ry, ..., Ry, over et legeme F i de n variable
X1,...,Xy vaere givet,

ap1-xy + - A+ apcxy, = 0

a1 -xX1 + -0 A+ A Xp

|
o

am1-x1 + -+ + amn-xp = 0
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hvor ayy, ..., amy € F. Da geelder der folgende:
(i) Tuplet (0,...,0) € F" er en losning til systemet.
(i) Hvis (vy,...,v,) € F" erenlosning, ogc € F,sd er (c-vy,...,c-v,) 0gsd en losning.

(iii) Hvis (vy,...,v4), (wy,...,wy) € F" er losninger, sa er (v; + wy,..., 0y + wy) 0gsd en
losning.

Bevis. Vi har allerede beskrevet, hvorfor tuplet (0,...,0) er en losning til et homogent system.
Vi vil bevise det tredje udsagn og overlade beviset pa det andet udsagn til leeseren. Hvis
(v1,...,00), (w1, ..., wy) € F" er losninger, geelder der for alle i mellem 1 og m, at:

aj1 -1+ +ay, vy =0,08 a1 - wy + -+ -+ ag, - wy, =0.
Leegger vi disse ligninger sammen, far vi, at
aj - U1+ a1 - W1+ -+ iy O+ iy - Wy =0,

som kan omskrives til
ai - (01 +w1) + -+ - (v +wn) = 0.
Laeseren opfordres til at teenke over, hvilke egenskaber ved et legeme fra Definition 6.1.1 vi har

benyttet os af her. Da dette er sandt for ethvert i, kan vi konkludere, at (v1 + wy,..., v, + wy)
ogsa er en lesning til det givne homogene system af linezere ligninger. O

Seetning 6.1.2
Lad et inhomogent system af m linezere ligninger Ry, ..., R, over et legeme FF i de n variable
X1,...,Xy veere givet,

app-x1 0+ A Xy = by
ap1-x1 + 0+ Ay Xp = by
A1 X1 + 0+ AmnXn = by

hvor ayq,...,amn, by, ..., bu € F, og ikke alle b; er nul. Hvis systemet har en lesning (vy,...,v,) €
IF", sa er alle andre losninger netop n-tuplerne der kan skrives pa formen (v1 + wy, ..., vy + wy),
hvor (wy, ..., w,) € F" er en losning til det tilsvarende homogene system:

app-x; + -+ ap-xy = 0
ap1-xy + -+ + ayxy = 0
ap1-x1 + -+ Amn-xn = 0

Bevis. Antag, at systemet har en lesning (vy,...,v,) € F". Lad (v},...,v),) € F" veere en

hvilken som helst anden losning. Hvis vi definerer w; = 0’1 —01,..., Wy = 0, — vy, far vi at
(v),...,vy) = (v1 +wy,...,04 + wy). Derfor skal vi forst vise, at tuplet (wy, ..., wy) er en losning
til det homogene system angivet i seetningen. Men vi ved, at der for alle i geelder, at:

/ /
ai1~01+---+ain-vn:bi,ogaﬂwl—i----—i-am-vn:bl-.
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Hyvis vi tager forskellen mellem disse to ligninger, far vi:
Aj1 - V) = @1 U1+ iy Uy — @i - Op = by — by,
som kan omskrives til
aj1 - (V) —v1) + -+ ay - (v —vn) = 0.
Dawy = v} —v1,..., Wy = V), — vy, far vi, at der for alle i geelder, at
ajp - W1+ -+ iy - Wy = 0.

Dette er preecis det samme som at sige, at (wy,...,w,) er en losning til det homogene system
angivet i seetningen.

Omvendt, hvis (w1, ..., wy) er en losning til det homogene system angivet i seetningen, s er
(v1 + w1, ..., vn + wy) en losning til det angivne inhomogene system, fordi for all i geelder, at:

aip - (01 +w1) + -ty (Un + W) = a0+ WA gy O By Wy
(ain 01+ + 8 0p) + (@ W1+ -+ Ay W)
b; +0=1b;.

O

Det er ikke en tilfeeldighed, at Seetning 6.1.2 er formuleret, som den er. Seetningen geelder, hvis der
findes en losning til det inhomogene system, men der er ingen garanti for, at en sadan lesning
faktisk findes. En losning til et inhomogent system af linezere ligninger kaldes ogsa for en partikulzr
losning. 1 ord fastslar Seetning 6.1.2 saledes, at alle losninger til et inhomogent system kan opnas
som summen af en given partikuleer losning (hvis den findes) og lesningerne til det tilsvarende
homogene system.

Vi illustrerer Seetning 6.1.2 i Figur 6.1 for et mindre inhomogent ligningssystem over legemet IR. I
denne figur indikerer den gronne linje alle losninger til systemet, mens den bla linje indikerer alle
lgsninger til det tilsvarende homogene system.

Xp + Xpom | X2
Xhom
1 2x1+4xp =6
x1+2xp =3
\p .
6 —4 2 2 6
2x1 +4xp =0
x1+2x =0 o

Figur 6.1: Lesningerne til et inhomogent system kan opnas ved at leegge en partikuler lesning x,
til lesningerne xj,,, til det tilsvarende homogene system.

Lad os for fuldsteendighedens skyld give et lille eksempel pa et inhomogent system af lineaere
ligninger, der ikke har nogen losninger:
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Eksempel 6.1.6
Overvej folgende system af to lineaere ligninger i to variable over R:

X + x =1
X1 + x = 0
Dette system er inhomogent, da hejresiden af den forste ligning ikke er nul. Dette system har

ingen losninger, da det ikke er muligt, at x; + x, er lig med bade 1 og 0 pa samme tid! Hvis det
var muligt, kunne vi konkludere, at 0 = 1, hvilket ville veere en modstrid.

For Seetningerne 6.1.1 og 6.1.2 er konstruktive, skal vi finde en méade at besvare felgende tre
sporgsmal pa:

(i) Hvordan beskriver vi alle losninger til et homogent system af linezre ligninger?
(ii) Hvordan afger vi, om et inhomogent system af lineaere ligninger har en losning?

(iii) Hvordan finder vi en losning til et inhomogent system af linezere ligninger, hvis en sddan
eksisterer?

Hvis vi kan besvare disse sporgsmal, kan Seetning 6.1.2 benyttes til at beskrive alle lesninger til et
inhomogent system af linezere ligninger, der har mindst én lgsning. I de neeste afsnit vil vi besvare
disse sporgsmal.

6.2 Transformering af et system af linezere ligninger

I dette afsnit vil vi udvikle en procedure, der transformerer et givet system af linesere ligninger
til et simplere system, uden at der aendres i deres losninger. Med andre ord ensker vi at finde
en mdde, hvorpd vi kan erstatte et muligvis kompliceret system af lineeere ligninger med et
andet, meget simplere system af linezere ligninger, mens vi sikrer os, at det oprindelige, muligvis
komplicerede system har preecis de samme lgsninger som det nye, simplere system.

For vi gar i gang, vil vi forst introducere en kompakt made at opskrive et system af linezere
ligninger pa ved hjeelp af det, der kendes som matricer. Som en start kan du teenke pa en matrix
som et rektanguleert skema, der indeholder elementer fra det legeme IF, man arbejder over. I et
senere kapitel vil vi give en mere dybdegdende diskussion af matricer.

Definition 6.2.1
For et givet linecert ligningssystem

m1-x1 + 0+ Ay Xy = by
ap-x1 + -+ adpexp = by

g1 X1 + -+ Amn-Xp = by
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betegner

ajp - Mp

Aml - Amn

koefficientmatricen for systemet af linezere ligninger. Matricen

kaldes totalmatricen for systemet af lineeere ligninger.
Bemeerk, at begrebet totalmatrix pa engelsk kaldes augmented matrix.

Eksempel 6.2.1
Lad os se pa systemet af linezere ligninger som givet i Eksempel 6.1.5. Koefficientmatricen for dette

system er givet ved
2 6 0 1
40 -1 0|

mens totalmatricen for dette system er

26 0 10
4 0 -1 0 6|

Nogle gange tegner man en lodret streg

2 6 0 1
4 0 -1 0

i totalmatricen for at tydeliggere, at de sidste tal 0 og 6 kommer fra ligningssystemets hejreside.
Dette er dog kun et eestetisk valg.

En matrix siges at have reekker og sgjler. En reekke er et horisontalt snit af en matrix, en seijle et
vertikalt snit. For eksempel har matricen

26 0 10

4 0 -1 0 6
to raekker: den forste reekke er givet ved [2 6 0 1 0], mens den anden raekke er givet ved [40 —106].
Tilsvarende har den fem sgjler, nemlig

HEH AR R

En matrix siges at veere en m x n-matrix, hvis den har preecis m raekker og preecis n sejler. Derfor
er matricen, vi lige har set, en 2 x 5-matrix. Ud fra matrixdefinitionerne vist i Definition 6.2.1 er
koefficientmatricen for et system af m linesere ligninger i n variable en m x n-matrix. Tilsvarende
er dets totalmatrix en m x (n + 1)-matrix. Den har nemlig en sejle mere end koefficientmatricen,
der indeholder b;’erne fra hejresiderne af de lineaere ligninger.
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Lad os nu vende tilbage til vores primeere mal: at transformere et system af lineeere ligninger
over et legeme F om til et simplere system uden at eendre pa losningsmeengden. Ideen hertil er
gradvist at transformere et hvilket som helst givet system over F til et meget simplere system,
hvor vi ved hvert trin sikrer, at lasningsmeengden ikke sendres. De operationer, vi vil benyttes os
af til at transformere systemerne, er af tre typer:

1. Byt to ligninger.
2. Multiplicér en given ligning med en konstant forskellig fra nul fra IF.

3. Leeg et multiplum af en ligning til en anden.

Lad os forklare i flere detaljer, hvad disse tre operationer gor. Den forste tager to lineeere ligninger
fra et givet system, lad os sige R; og R;, og bytter om p& dem. Efter denne operation finder man
derfor R; pa position i og R; pd position j. Vi betegner denne operation ved R; <> R;.

Eksempel 6.2.2
Lad os illustrere bytteoperationen pa systemet fra Eksempel 6.1.5:

2-x1 + 6-x + 0-x3 4+ 1-x4 = 0
4.1 + 0-xp + (-1)-x3 + 0-x%4 = 6

Her kan vi udfere operationen R; <+ R; og opna systemet

4.-x9 + 0-xp + (-1)-x3 + 0-x4 = 6
2-x1 + 6:xp + 0-x3 + 1-x4 = 0

Hyvis vi, hvilket typisk vil veere nemmere, arbejder med systemets totalmatrix, er effekten af
operationen R; <+ Ry, at totalmatricen

26 0 10
40 -1 0 6
4 0 -1 0 6
26 0 1 0]

Operationen R; <+ R bytter simpelthen rundt pd den forste og den anden reekke i totalmatricen.
Vi vil normalt skrive dette som felger:

erstattes med

26 0 10 — 4 0 -1 0 6
40 -1 0 6| Ri<R |26 0 1 0/

Den anden operation, vi vil benytte til at reducere et ligningssystem, multiplicerer en af de givne
lineaere ligninger med en konstant ¢ € IF, som er forskellig fra nul (med andre ord c € F\ {0}).
Dette betyder simpelthen, at man erstatter den lineeere ligning R;, for eksempel givet ved
ajpxy + -+ ajpux, = bj, med den lineaere ligning cajjxy + - - - + caj,xy = cb;j (som for nemheds
skyld blot betegnes ¢ - R;). Vi betegner denne operation ved R; < ¢ - R;.
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Eksempel 6.2.3
Lad os illustrere operationen Ry <— (1/2) - Ry pa systemet fra Eksempel 6.1.5. Dette svarer til at
erstatte systemet

2-x7 + 6:-x2 + 0-x3 4+ 1-xq = 0

4.-x1 + 0-x + (*1)~X3 + 0-xy = 6
med

1-x1 + 3-x + 0-x3 + 1/2-x4 = 0

4-x1 + 0-xp + (=1)-x3 + 0-x4 = 6

I matrixnotation opnar vi

13 0 1/2 0
4 0 -1 0 6

—

26 0 10
R1(—(1/2)'R1

4 0 -1 0 6

Effekten af operationen R; — (1/2) - Ry pa totalmatricen er, at alle elementer i den forste reekke
ganges med 1/2. Vi bruger pilen — til at indikere et trin, nar vi eendrer matricen. Fremover vil
vi bruge pilen —, hver gang en operation udferes, mens vi gradvist eendrer matricen. Under
pilen skriver vi, hvilken operation der er i brug (i dette tilfeelde Ry < (1/2) - Ry).

Slutteligt betyder den tredje operation, hvor ligning R; leegges d gange til ligning R; (hvor i # j,
og d € F) simpelthen, at den lineeere ligning R; givet ved a;1x1 + - - - + a;,x, = b; erstattes af
ligningen (a;1 +daj1)x1 + - - -+ (@i, +daj,)xy = b; + db;. Man kan kort sige, at den linezere ligning
R; erstattes af R; +d - Rj, med andre ord R; <— R; +d - R;.

Eksempel 6.2.4
Lad os igen arbejde pa systemet fra Eksempel 6.1.5 for at illustrere effekten af operationen
Ry <= Ry + 2 - Ry. Dette svarer til at erstatte systemet

2.-x1 + 6:x0 + 0-x3 + 1-x4 = 0

4.-x9 + 0-xp + (=1)-x3 + 0-x4 = 6
med

10-xy + 6:xp + (-2)-x3 + 1-xgq = 12

4-xy + 0-xp + (-1):x3 + 0-x4 = 6

I matrixnotation opnar vi

— 10 6 =2 1 12

26 0 10
Ri+< R +2-R, | 4 0 -1 0 6

4 0 -1 0 6

Effekten af operationen Ry <— Rj + 2 - R, pa totalmatricen er derfor, at den forste reekke erstattes
af den forste raekke plus to gange den anden raekke.

Som det fremgdr af eksemplerne, kan effekten af de tre operationer R; <> Rj, R; < ¢ R;
0g R; + R;+d - R; opfattes som elementeere operationer udfert pa elementerne i reekkerne
i totalmatricen for det system af lineeere ligninger, vi startede med. Derfor kaldes de elementare
raekkeoperationer. Dette er ogsa grunden til, at vi benyttede stort R i symbolerne Ry, ..., R;; for de
linezere ligninger i vores system: R var simpelthen inspireret af det forste bogstav i ordet "reekke".
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Lad os nu sikre os, at lesningsmeengden til det nye system rent faktisk er identisk med
losningsmeengden til det oprindelige system af linezere ligninger, nar vi benytter disse elementaere
reekkeoperationer. Lad os opstille dette som en seetning.

Saetning 6.2.1

Lad Ry, ..., Ry, veere et system af m lineeere ligninger i n variable over et legeme FF. Lad desuden i
og j veere to forskellige heltal mellem 1 og m. Da har ethvert system, der opnas ved anvendelse
af operationerne R; <> Rj, R; < c¢- Rymed ¢ € IF\ {0} eller R; <~ R; +d - R;med d € F, samme
lgsningsmeengde som det oprindelige system.

Bevis. Vibeviser kun setningen for den elementeere operation R; <— R; +d - R;. Laeseren opfordres
til at kontrollere, at seetningen ogsa er sand for de to resterende elementaere operationer. Vi skal
vise, at lesningsmeengden til systemet af linezere ligninger Ry, ..., R;_1,R;, Ri11,..., Ry er den
samme som lgsningsmeengden til systemet givet ved Ry,...,R;_1,R; +4d - Rj,Riy1,---, R Lad
o0s betegne den forste losningsmeaengde ved S og den anden ved T. Vi ensker at vise, at S = T.

Forst og fremmest haevder vi, at S C T. Derfor veelger vi vilkdrligt (vq,...,v,) € S. Vivil vise, at
(v1,...,v4) € T. Med andre ord, hvis vi antager, at (v1,...,v,) € F" er en feelles losning til de
lineeere ligninger Ry, ..., Ry, skal vi vise, at den ogsa er en feelles losning til de lineeere ligninger
Ry,...,Ri-1,Ri +d - Rj,Riy1,...,Ry. Men sa skal vi kun vise, at (v1,...,v,) er en losning til
R;+d- R]-. At dette er sandt, skyldes, at hvis (vy, ..., v,) er en feelles losning til R; og R]-, sa er den
ogsd en losning til R; 4+ d - R; for enhver konstant d € FF. Derfor har vi, at (vq,...,v,) € T. Da vi
valgte (vy,...,v,) € S vilkérligt, medferer dette, at S C T.

Nu heevder vi, at T C S. Vi veelger vilkarligt (v1,...,v,) € T og vil nu vise, at (vq,...,v,) € S.
Dette betyder, at vi kan antage, at (vy,...,v,) € F" er en feelles losning til de lineaere ligninger
Ri,...,Ri_1,R;+d- Rj, Riy1,...,Ry. Viskal vise, at (vy,...,v,) er en losning til R;. Dette er dog
sandt, daR; = (R; +4d- Rj) —d - R;. Derfor har vi, at (v1,...,04) € S. Davivalgte (vy,...,v,) € T
vilkarligt, medferer dette, at T C S.

Nu hvor vi har vist, at S C T og T C S, medferer Lemma 2.1.1, at S = T, hvilket er, hvad vi
onskede at vise. O

Seetning 6.2.1 er illustreret i Figur 6.2. I denne figur angiver den bla linje lesningsmeengden

(x1,%) € R? til det homogene system af ligninger givet ved 20 4 dn=0 , som
x1 + 2xp= 0

— . 2 4 . . . .
har koefficientmatricen e Nar dette ligningssystem transformeres til et nyt system via

elementeere rackkeoperationer, forbliver lesningsmeengden den samme.
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2 2 2
(x1, x2) 2 4 (x,x2) | |1 2 (x1, %2) 12
1 2 1 2 0 0
2 12 -2 1 1 2 -2 -1 1 2
~1 11 ~1
) 2! )
(a) Det oprindelige system (b) Ry < (1/2)R;. () Ry < Ry + (—1)Ry.

2x1 4+ 4xo= 0
X1 + ZX2 =
systemet transformeres ved brug af elementaere reekkeoperationer.

Figur 6.2: Lesningsmengden til et ligningssystem @ndres ikke, nar

Det viser sig, at med disse tre temmeligt elementeere operationer ved handen kan vi finde
losningsmeengden til ethvert system af lineeere ligninger. Brugen af blot én elementeer
raekkeoperation vil sikkert ikke simplificere et system af lineaere ligninger seerligt meget, men
ideen er, at hvis vi benytter adskillige elementeere raekkeoperationer i traek, kan vi transformere
ethvert givet system til et vaesentligt simplere system. I de neeste afsnit vil vi se hvordan, men
inden da tager vi et kig pa et eksempel.

Eksempel 6.2.5
Lad os genbesoge Eksempel 6.1.5. Dér betragtede vi folgende system af 2 ligninger i 4 variable
over IR:
2-x1 + 6:-x0 + 0-x3 + 1.-x4 = 0
{ 4-x1 + 0-x + (—1)~X3 4+ 0-xg = 6 .

Lad os reducere dette system ved at anvende elementaere reekkeoperationer. Som Seetning 6.2.1
forteeller, eendrer dette ikke systemets losningsmaengde. Da det er langt mere kompakt at arbejde
med systemets totalmatrix, vil vi gere det.

Vi leegger ud med at anvende transformationen R; < (1/2) - Ry, hvorved vi opnar
totalmatricen:

—

26 0 10
Rl(—(l/Z)'Rl

4 0 -1 0 6

13 0 1/2 0
40 -1 0 6|

Vi valgte denne operation pa denne raekke, da vi enskede at opnad en et-tal som forste element i
forste reekke. Dette gor det nemlig nemt at eliminere variablen x; fra anden ligning. I det naeste
trin ensker vi altsa at opnd et nul som forste element i anden raekke. Dette opnés ved anvendelse
af den elementeere reekkeoperation Ry <— Ry — 4 - Ry, da vi derved far

—

40 -1 0 6| Ry« Ry—4-Ry

13 0 1/2 0
0 -12 -1 -2 6

1 3 0 1/2 01

Nu reducerer vi yderligere ved at omdanne koefficienten foran x; i anden ligning til et et-tal.
Altsa ensker vi nu at opnd, at andet element i anden reekke bliver lig med ét. For at opna dette,
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anvendes Ry «+— (—1/12) - Ry:

1 3 0 1/2 0 —
0 —12 -1 -2 6| Ry« (-1/12)-R,

13 0 1/2 0
0 1 1/12 2/12 —6/12 |

Breokerne i den resulterende matrix kan reduceres en smule, sd vi kunne ogsa have skrevet:

—

1 3 0 1/2 0
Ry + (—1/12) - Ry

0 12 -1 -2 6

13 0 1/2 0
01 1/12 1/6 —-1/2 |

Det transformerede system er nu snart reduceret mest muligt, men vi kan stadig bruge anden
ligning til at fjerne xp-leddet i forste ligning ved hjeelp af Ry <~ Ry — 3 - Ry:

13 0 1/2 0 — 10 -1/4 0 3/2
01 1/12 1/6 —1/2 | Ry+ Ry —-3-Rp, | 0 1 1/12 1/6 -1/2 |
Det transformerede men tilsvarende system af linecere ligninger er nu:
X7 + (=1/4) - x3 = 3/2
Xy + (1/12)'3(3 + (1/6)'364 = —1/2

Det er vigtigt at huske pa, at losningsmeengden til dette sidste system ifelge Seetning 6.2.1 er
ngjagtig den samme som lesningsmeaengden til det system, vi startede med.

Det er nemt at finde losninger (v, vp,v3,04) € R* til dette sidste system: veelg blot v3,7v; € R
som du vil, og brug derefter de linezere ligninger til at lose for v1 og v,. For eksempel, hvis vi veelger
v3 =00guvy = 3,farvi,atv; = (1/4)v3+3/2=3/20gvy = —(1/12)v3+ (—1/6)vs —1/2 = —1.
Derfor er (3/2,—1,0,3) en losning til systemet. Flere (faktisk alle) losninger kan opnds pd denne
made: veelg en hvilken som helst veerdi for v3 og v4, som du ensker, og bestem de tilsvarende v;
og vy ved hjeelp af ligningerne v = (1/4)v3 +3/20g vy = —(1/12)v3 + (—1/6)vy —1/2.

Dette eksempel viser, at det kan hjeelpe meget at reducere et givet system af lineaere ligninger forst,
for man forseger at lose det.

6.3 Den reducerede trappeform af en matrix

Vi har set i Eksempel 6.2.5, at brugen af elementeere reekkeoperationer kan hjeelpe os med at finde
frem til lesningsmaengden til et system af lineaere ligninger. Hvad vi nu vil gere, er at vise, at
denne tilgang altid virker. I stedet for at arbejde med systemer af linezere ligninger, vil vi arbejde
med koefficient- og totalmatricer for systemerne. Vi har set, at hvis ligningssystemet bestar af m
linezere ligninger i n variable, sa er koefficientmatricen en m x n-matrix, mens totalmatricen er en
m x (n 4+ 1)-matrix. Elementerne i disse matricer kommer fra IF, some er det legeme, vi arbejder
over. Som neaevnt tidligere vil vi typisk arbejde med enten F = IR, de reelle tal, eller IF = C, de
komplekse tal. Maengden af alle m x n-matricer med elementer i IF vil blive betegnet IF"*". 1
formler og udtryk vil vi typisk bruge fed skrift for matricer, sa som A, B, .. ..

Vi leegger ud med at definere et nyt begreb: pivot.
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Definition 6.3.1

Lad F veere et legeme og A € F"*" en m x n-matrix med elementer i F. Pivot, ogsa kaldt pivot
elementet af en reekke af matricen A er det forste element fra venstre i raekken, der ikke er nul.
Hvis en reekke af matricen A udelukkende indeholder nultaller, siges at reekken ikke indeholder
et pivot element.

Lad os betragte nogle eksempler.

Eksempel 6.3.1
Betragt matricerne

1020 4

352 -1 0
ol s 00000
A= og B = 1
002 2 10 & 000 10
01 a0 5 4 00105
00000

Tegn cirkler omkring samtlige pivot elementer af matricerne A og B.

Svar: For alle reekker skal vi tegne en cirkel omrking det forste element fra venstre i reekken, der
ikke er nul. En reekke som udelukkende indeholder nultaller har ingen pivot. Resultatet er som

folger: i
' I @
(3) ~1 0 ;
0
0
0

og B=

OO@OO
S U1 © O W

Ved hjeelp af pivoter defineres en seerlig type matrix, som lost sagt svarer til koefficient- og
totalmatricer af lineeere ligningssystemer som er blevet simplificeret mest muligt ved brug af
reekkeoperationer. Mere praecist har vi felgende definition:

Definition 6.3.2

Lad F veere et legeme og A € F"*" en m x n-matrix med elementer i IF. Man siger, at A er pa
reduceret trappeform, hvis alle felgende regler er opfyldt.

(i) Hvis en reekke i matricen kun indeholder nuller, er den placeret nederst i matricen. Sidanne
raekker kaldes nulraekker.

(ii) Pivoterne i to reekker, der ikke er nulreekker, forekommer ikke i samme sgjle. Desuden er
pivoten i en ovre reekke leengere til venstre end pivoten i en nedre raekke.

(iii) Alle pivoter af reekker, der ikke er nulraekker, er lig med 1.

(iv) Hvis en sgjle i matricen indeholder en pivot, sa er alle andre elementer i den sgjle 0.

Bemeerk, at begrebet reduceret trappematrix pa engelsk kaldes reduced row echelon form. En matrix,
der opfylder de forstneevnte to regler men ikke nedvendigvis den tredje eller fjerde regel, siges
blot at veere pa trappeform, pa engelsk row echelon form. Lad os illustrere grafisk hvad det betyder
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for en matrix at veere i trappeform eller reduceret trappeform. I figuren har vi tegnet cirkler
omkring pivot elementerne, samt angivet med et stort nultal at alle indgange af matricen under
eller venstre fra pivot elementerne er lig nul. Elementerne angivet med * kan veaere nul, men kan
ogsa veere forskellige fra nul.

reduceret trappeform ‘

De to matricer i Eksempel 6.3.1 er ikke pa reduceret trappeform og faktisk ikke engang pa
trappeform. Det skyldes at regel (ii) fra Definition 6.3.2 ikke er opfyldt. Mere preecist er regel (ii)
ikke opfyldt, fordi for begge matricer i Eksempel 6.3.1 pivoten i den tredje reekke befinder sig
leengere mod hgjre end pivoten i den fjerde raekke. Vi betragter nogle flere eksempler.

Eksempel 6.3.2
Vi starter med nogle matricer som kun indeholder én raekke. De 1 x 4-matricerne [0 0 0 0] og
[0 01 5] er begge pa reduceret trappeform. Den 1 x 4-matrix [0 0 2 10] er ikke p& reduceret
trappeform, fordi pivoten er 2. Dette medferer at regel (iii) fra Definition 6.3.2 ikke er opfyldt.
Matricen er pa trappeform, fordi regler (i) og (ii) er opfyldt.
Den 2 x 5-matrix
10 -1/4 0 3/2
01 1/12 1/6 -1/2 |’

som vi ndede frem til sidst i Eksempel 6.2.5, er pa reduceret trappeform. Tegnes cirkler omkring
pivoterne, fas nemlig foelgende:

(1) 0o ~1/4 0 3/2

0 (1)1/121/6-1/2

Med det i mente kan det tjekkes at samtlige fire regler fra Definition 6.3.2 er opfyldt.
Et eksempel pa en 3 x 4-matrix, der ikke er pa reduceret trappeform, er:

1 0
0 0
0 1

e e e
S = N
S Q1
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Lad os igen tegne cirkler omkring pivoterne:

0 4

0 5
@ o
Nu ses at matricen er pa trappeform, fordi regler (i) og (ii) fra Definition 6.3.2 er opfyldt. Faktisk er
regel (iii) ogsa opfyldt, fordi samtlige pivot elementer er lig 1. Derimod er regel (iv) ikke opfyldt.
Problemet her er den tredje sojle. Denne sgjle indeholder en pivot, nemlig pivoten i anden reekke,
men udover pivoten indeholder denne sgjle endnu et element, der ikke er nul (nemlig 2-tallet).

Derfor er matricen ikke pa reduceret trappeform.
Et sidste eksempel er givet ved folgende 4 x 2 matrix:

o O O =
S R = O

Tegnes cirkler omkring pivoterne, fas:
(@ o
o (M
o
0 0

Denne gang er regler (i) og (iii) fra Definition 6.3.2 opfyldt, men regel (ii) er ikke. Det ses at
pivoterne i den tredje og fjerde raekke er under hinanden i den anden sgjle af matricen, men
det er ikke tilladt i regel (ii). Derfor er matricen ikke pa reduceret trappeform og heller ikke pa
trappeform.

En af grundene til, at reducerede trappeformer bruges sa meget, er folgende resultat:

Seetning 6.3.1

Lad A € F"*" veere en matrix. Da kan A bringes pd reduceret trappeform ved hjeelp af elementzere
reekkeoperationer.

Bevis. Lad os skitsere beviset her. Strategien i beviset er forst at bringe matricen pé trappeform
og derefter pa reduceret trappeform. Lad os derfor forst vise, at vi kan benytte elementaere
reekkeoperationer til at bringe matricen A pa trappeform. For at gere dette vil vi udfere induktion
pa m, antallet af reekker.

Hvis m = 1 (basistrinnet af induktionen), er det kun muligt for A ikke at veere pa trappeform, hvis
reekken indeholder et element forskelligt fra nul, der er det forste element fra venstre forskelligt
fra nul, lad os kalde det ¢, som ikke er lig med ét. Men i sa fald vil operationen Ry < c 1. Ry
bringe A pa trappeform.
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Antag til induktionstrinnet, at m > 1 er givet, og at seetningen er sand for (m — 1) x n-matricer.
Hvis alle elementer i matricen A er nul, er den allerede pa trappeform (og faktisk ogséd pé reduceret
trappeform), og vi er feerdige. Lad os derfor antage, at matricen A har mindst ét element forskelligt
fra nul. Vi starter med at veelge den mindst mulige veerdi af j, der opfylder, at den j'te sejlei A
indeholder et element forskelligt fra nul. Hvis j > 1, sd er de forste j — 1 sgjler i A udelukkende
nulsejler. Herefter veelger vi den mindst mulige veerdi af i, der opfylder, at a;, altsa det (i, j) te
element i A, ikke er nul. Nu udferer vi operationen R; <> R;. Den forste reekke i den resulterende
matrix har et element forskelligt fra nul pa sin j'te position, som vi kan kalde ¢, og nuller som
elementerne fra position 1 til j — 1. Dernzest udferer vi operationen Ry < ¢~ 'Ry, hvilket omdanner
det j'te element i den forste raekke til 1. Hvis ikke alle elementer under dette 1-tal er nuller, bruger
vi elementeere operationer af formen R; <— R; + dR; for passende valgte d € T til at transformere
matricen yderligere, indtil vi har en matrix, hvor der kun optreeder nuller under pivoten i forste
reekke. Vi har nu transformeret matricen A til en matrix B pa formen

0 0 1 = *

0 0 * *
B = )

0 0 0 = *

0 --- 0
0 --- 0
0 --- 0

Dette afspejler det faktum, at de forste j — 1 sejler i B er nulsgjler. Det er dog ikke hensigten med
notationen, at den forste del af B indeholder mindst to nulsgjler. Faktisk bestar denne del kun af
én nulsejle, hvis j = 2, da visa har j — 1 = 1. I det tilfeelde, at j = 1, er den forste sojle i matricen
B faktisk ikke en nulsgjle overhovedet, da dens forste koordinat er 1 med nuller under.

Uanset hvad den preecise veerdi af j er, fortseetter vi ved at fjerne den forste reekke i matricen B.
Den (m — 1) X n-matrix, vi dermed opnér, betegnes C. Ved at benytte induktionshypotesen kan vi
konkludere, at vi kan bruge elementeaere raekkeoperationer til at transformere matricen C om til en
matrix C, der er pa trappeform. Settes den forste reekke fra B tilbage, opnar vi en m x n-matrix,
som vi kan betegne A, der er pa trappeform.

Dette afslutter det induktive bevis for, at enhver matrix kan bringes pé trappeform ved hjeelp
af elementeere reekkeoperationer. Det, vi stadig mangler at gore, er at bringe denne matrix pa
reduceret trappeform. Vi ved ifelge definitionen pa trappeformen, at pivoterne i to reekker, som
ikke er nulraekker, i matricen A ikke forekommer i samme sgjle, og desuden at pivoten i en gvre
reekke er leengere til venstre end pivoten i en lavere raekke. Derfor er elementerne under en
pivot i matricen A lig nul. Dog er elementerne over en pivot i denne matrix ikke nedvendigvis
nul. Vi kan opna4, at disse ogsa bliver nul, ved at benytte elementeere reekkeoperationer af typen
R; <= R;+dRj, hvor reekke R; indeholder en pivot, og i < j. Vi starter med raekken, der indeholder
den pivot, der er leengst til hejre, og ensker at opna udelukkende nuller over denne pivot. Derefter
vil vi arbejde os mod venstre, idet vi handterer én pivot ad gangen. Nar vi nér til pivoten leengst
til venstre og har udfert den skitserede procedure for denne pivot ogsa, vil den opndede matrix
vaere pa reduceret trappeform. O
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Som et eksempel kan vi se pa Eksempel 6.2.5. Dér benyttede vi os af elementeere raekkeoperationer
for at bringe en matrix pa reduceret trappeform. Der er i princippet mange forskellige méader at
benytte elementeere reekkeoperationer pa for at transformere en given matrix A til sin reducerede
trappeform. Dog viser det sig, at resultatet altid er det samme for en given matrix A. Derfor kan
vi tale om den reducerede trappeform af en matrix A € F"*". Seerligt er folgende definition nu
berettiget:

Definition 6.3.3

Lad F veere et legeme og A € F"*" en matrix. Da defineres rangen af A, betegnet ved p(A), som
antallet af pivoter i den reducerede trappeform af A.

Beviset for Seetning 6.3.1 var algoritmisk i sin natur og kan angives som en algoritme. Lad os
opskrive pseudo-koden for en algoritme, der bestemmer en trappeform af en matrix. I pseudo-
koden er betegnelsen ref en forkortelse for ‘row-echelon form’, den engelske betegnelse for
trappeform. Bemeerk, hvor teet algoritmen folger den forste del af beviset for Seetning 6.3.1. Man
kunne udvide algoritmen og opna pseudo-koden for en algoritme, der bestemmer den reducerede
trappeform af en matrix, men det vil vi ikke gore her.

Algoritme 9 til bestemmelse af en trappeform af en matrix

Input: Positive heltal m, n og en m x n-matrix A € F"*"
Output: ref(A), en trappeform af A

1: if A = 0 then
2. ref(A) <0,
3. if m =1 o0g A # 0 then
4 j <+ mindste sejleindeks, sdledes at A;; # 0
5 ref(A) « (A)"1-A
6: if m > 1 0g A # 0 then
7. j < mindste ¢, sidledes at en reekke i A har et ¢’te element forskelligt fra nul
8: i +— mindste i, sdledes at den i’te reekke i A har et j'te element forskelligt fra nul
9: B < matricen opnaet fra A ved anvendelse af R; <+ R;
10: b < det i"te element i den forste reekke i B
11: B < matricen opnaet fra B ved anvendelse af R; «+ 1. Ry
12: r < den forste reekke i B
13: fori =2..mdo
14: b < det forste element i den i"te reekke i B
15: B < matricen opnédet fra B ved anvendelse af R; < R; — DR,
16: C < matricen opnaet fra B ved sletning af den forste reekke
17 C < ref(C) (her kalder algoritmen sig selv rekursivt)
18:  ref(A) < matricen opndet ved tilfojelse af r oversti C

Vi har i pseudo-koden benyttet en sakaldt for-lokke, der gentager kodelinjerne for hver
heltalsforegelse i det angivne variabelinterval.

6.4 Bestemmelse af alle lgsninger til systemer af linezgere ligninger

Indtil nu har vi typisk skrevet elementer fra IF” som n-tupler (a4, ...,a,). Det er ret almindeligt
at identificere IF" med IF"*1, det vil sige at identificere et n-tupel med en n x 1-matrix. En sddan
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matrix indeholder kun én sgjle. Dette betyder for eksempel, at:

(1,2,4,7) identificeres med

N N

Nar vi udferer elementeere reekkeoperationer, ganger vi en gang imellem raekker i en matrix med
et element c fra IF eller leegger en reekke til en anden reekke. Lignende operationer kan udferes pa
sejler i en matrix. Det er seedvane at definere

a c-a a a ap+a)
col | = : og | |+ | =
ay c-ay ay a, an + aj,

Denne notation, kombineret med teorien om reducerede trappeformer, gor det muligt at afgere,
om et givet system af linezere ligninger har lesninger, og i sa fald at skrive alle lesninger ned péd en
systematisk made. Lad os starte med at bestemme, hvornaér et system har en lgsning.

Seetning 6.4.1

Lad et system af m lineeere ligninger i n variable over et legeme [ veere givet. Betegn ved A
systemets koefficientmatrix og ved [A|b] dets totalmatrix. Hvis ikke A og [A|b] har samme rang,
sa har systemet ingen losning.

Bevis. Vi ved fra Seetning 6.3.1, at der findes en sekvens af elementeere reekkeoperationer, der
bringer matricen A pa sin reducerede trappeform, betegnet A. Da de forste 1 sgjler i totalmatricen
[A|b] er identiske med de tilsvarende sgjler i koefficientmatricen A, vil anvendelse af preecis de
samme elementeere reekkeoperationer pd [A|b] frembringe en matrix, som vi kan kalde B, hvis
forste n sojler er identiske med de tilsvarende i den reducerede trappeform af A. Derfor kan vi
skrive B = [A|b] for enhver b € F". Lad os betegne det nederste element i b ved b,,. Hvis den
nederste reekke i A indeholder en pivot, sa er matricen [A|b] pa reduceret trappeform. Men sa ser
vi, at matricerne A og [A|b] har samme rang, i modstrid med antagelsen i seetningen om, at A
og [A|b] ikke har samme rang. Derfor kan vi antage, at den nederste raekke i A ikke indeholder
en pivot, hvilket simpelthen betyder, at denne raekke er en nulraekke. Hvis den sidste raekke i
A ikke indeholder en pivot, og by, = 0, s& er matricen [A|b] pa reduceret trappeform, og vi kan
konkludere, at p(A) = p([A|b]), hvilket igen forer til en modstrid. Derfor kan vi antage, at den
nederste reekke i A ikke indeholder en plvot og at by, # 0. Men s& svarer den nederste rackke
i matricen [A[b] til ligningen 0 - x; + - - -0 - Xy = by, Da denne ligning ikke har nogen losning,
medforer Seetning 6.2.1, at det system, vi startede med, heller ikke har nogen losning. O

Eksempel 6.4.1
Som i Eksempel 6.1.6 vil vi se pa folgende system af to linezere ligninger i to variable over IR:

X1 + x =1
X1+XQ:O

Vi har allerede set i Eksempel 6.1.6, at dette system ikke har nogen losninger. Lad os nu preve at
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bekrafte dette ved hjelp af Seetning 6.4.1. Totalmatricen [A|b] er givet ved

w=[111]

Ved anvendelse af reekkeoperationen Ry <+ R; efterfulgt af Ry <— Ry — Ry opndr vi totalmatricens
reducerede trappeform:

1 10

00 1]

Derfor er p([A|b]) = 2. Koefficientmatricens reducerede trappeform er matricen

o)

som kan opnés fra A ved anvendelse af operationen R, < R, — R;. Derfor er p(A) = 1. Da
p(A) # p([A|b]), medferer Seetning 6.4.1, at det system, vi startede med, ganske rigtigt ikke har
nogen lgsning.

Nér A og [A|b] har samme rang, kan vi bruge teorien om reducerede trappeformer til at beskrive
en losning eksplicit. Lad os forst se pa et konkret eksempel.

Eksempel 6.4.2

Lad os se pa et system af tre linezere ligninger i fire variable over IR, hvis totalmatrix allerede er pa
reduceret trappeform:

Xy + 2-x + 3-x4 = 5
X3 + 4.x4 = 6 .
0 = 0

Vi ser her, at koefficientmatricen A og totalmatricen [A|b] er

1 2 0 3 1 2 0 3 5
A=1]0 0 1 4 |,henholdsvis[Alb]=|0 0 1 4 6
00 0O 00 0 0 O

Da begge allerede er pa reduceret trappeform, kan vi straks bestemme rangene af disse matricer
og konkludere, at p(A) = p([A|b]) = 2. Seetning 6.4.1 er derfor ikke geeldende her, og vi kan
endnu ikke konkludere noget om eksistensen af losninger. Men en lesning kan nemt bestemmes
pa folgende méde: forst omskrives ligningerne som folger:

xg = 5—2-x—-3-x4
X3 = 6—4'X4

Nu kan vi frit veelge veerdier af x, = vy 0og x4 = vy for v,v4 € R, og derefter beregne de
resulterende veerdier for x1 og x3. Veelger vi v = vy = 0, far vi for eksempel losningen

01
(%]
U3

S o O Ol

04
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Nojagtig samme tilgang som i eksemplet kan benyttes generelt til at finde en losning til et system
af linezere ligninger, forudsat at koefficient- og totalmatricen har samme rang. Resultatet er
nedenstdende seetning. P& forste blik kan den se teknisk ud, men hovedideen er preecist den
samme som den der blev brugt i eksemplet.

Seetning 6.4.2

Lad et system af m linezere ligninger i n variable over et legeme FF veere givet. Lad A veere
koefficientmatricen af systemet og [A|b]| dets totalmatrix, og antag, at disse matricer har samme
rang p. Antag desuden, at pivoterne i A’s reducerede trappeform er at finde pa positionerne
(L,71),...,(p, jo), samt at de overste p elementer i den sidste sejle i [A |b]’s reducerede trappeform

er givet ved by,..., Ep. Da er m-tuplet (vy, . ..,v,) defineret som

b by hvisj=j, foretl{=1,...,p,
! 0 ellers,

en mulig losning pa systemet.

Bevis. Ideen med beviset er simpelthen at generalisere tilgangen benyttet i Eksempel 6.4.2. Forst
og fremmest benytter vi ligningerne svarende til reekkerne i den reducerede trappeform af
totalmatricen [A|b] til at udtrykke variablerne x; for j € {ji,...,js} ved de resterende n — p
variabler. Ved derefter at seette alle disse resterende variabler x;,j € {j1, ..., j¢} lig med nul, far vi,
atx; = byforj=j,ogl =1,...,p. Derfor er n-tuplet (v1,...,v,) en losning til det system, hvis
totalmatrix er den reducerede trappeform af [A|b]. Ved anvendelse af Seetning 6.2.1 ser vi nu, at
dette n-tupel ogsa er en losning pa det system, vi startede med. O

Seetning 6.4.2 siger pa ingen made, at den angivne losning er den eneste losning. Faktisk ved
vi fra Seetning 6.1.2, at der kan veere flere losninger. Husk pa, at en losning til et inhomogent
system af linezere ligninger blev kaldt en partikuleer losning. Hvis systemet af lineeere ligninger
er inhomogent, giver Seetning 6.4.2 derfor en sadan partikuleer lesning, forudsat at systemets
koefficientmatrix og totalmatrix har samme rang.

Korollar 6.4.3

Lad et system bestdende af m lineeere ligninger i n variable over et legeme IF veere givet. Lad A
betegne koefficientmatricen for systemet og [A|b] dets totalmatrix. Da har systemet ingen losning,
hvis og kun hvis A og [A|b] ikke har samme rang.

Bevis. Det forste "hvis" er faktisk Seetning 6.4.1. Med andre ord, vi har allerede set i Seetning 6.4.1,
at hvis p(A) # p([A|b]), s& har systemet ingen losninger. Omvendt, hvis p(A) = p([A|b]), s&
medferer Seetning 6.4.2, at systemet har mindst én losning. O

Med Korollar 6.4.3 kan vi nu ngjagtigt bestemme, om et givet system af linezere ligninger har en
losning. Desuden kan vi, ved hjelp af Seetning 6.4.2, bestemme mindst én lesning, hvis sddanne
losninger eksisterer. Husk pa, at vi i Seetning 6.1.2 sd, at for at bestemme alle lgsninger til et
inhomogent system af lineaere ligninger er det nok at bestemme alle losninger til det tilsvarende
homogene system af linezere ligninger samt én partikuleer losning til det inhomogene system.
Derfor mangler vi nu kun at beskrive, hvordan man bestemmer alle losninger til et homogent
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system af linezere ligninger. Dette er netop malet med den neeste seetning, men lad os ferst se pa et
eksempel for at varme op til det.

Eksempel 6.4.3

Givet er et system af tre lineeere ligninger i fire variable over IR, hvis totalmatrix allerede er pa
reduceret trappeform:

X1 + 2-x + 3-x4 = 0
x3 + 4-x4 = 0
0 =0

Dette system ligner systemet af linesere ligninger, vi arbejdede pa i Eksempel 6.4.2, men denne
gang er det homogent. Seerligt er koefficientmatricen for systemet ovenfor og for systemet fra
Eksempel 6.4.2 de samme, og som vi sd i Eksempel 6.4.2, er den pa reduceret trappeform.

Det er ikke sveert at bestemme alle lgsninger til systemet. Da koefficientmatricen for systemet
er pa reduceret trappeform med pivoter i forste og tredje sejle, kan vi udtrykke xq og x3 ved x; og
x4. Mere konkret kan vi omskrive ligningerne som

X1 = —2-x—3-x4
X3 = —4 - x4

Sa enhver lgsning (v1,v7,v3,04) € R* til systemet opfylder

01 —2-?)2—3'04 -2 -3
(%] _ (%] — 0, 1 Lo, 0
03 —4 -1y 0 —4
(0 U4 0 1

Derfor kan vi betragte vp,v4 € R som parametre, vi kan vaelge vilkarligt, hvor hvert valg giver os
en losning til det system af linezere ligninger, vi startede med. Ved at 2endre notation fra v, til t;
og fra vy til t; har vi, at enhver lesning til systemet er pa formen

-2 -3
1 0
t1 - —+ 1y - t,t € R
1 0 2|, (t1,t2 )
0 1

=7 -3
1 o 0
0 —4
0 1

er losninger til systemet, medferer Seetning 6.1.1, at for ethvert ¢, #, € R er udtrykket

=2 -3

1 0
]G SF i) ©
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ogsd en losning. Samlet set ser vi, at losningerne til det homogene system af linezere ligninger, vi
startede med, netop er de (v1,vp,v3,0v4) € R*, der opfylder

(%] -2 -3
(%) 1 0

=1 + 1ty - t1,t € R).
o 1 0 2|, (t1,t2 € R)
U4 0 1

En sadan beskrivelse af losningerne kaldes den fuldsteendige losning til det homogene system.
Meengden af losninger til det homogene system af lineaere ligninger

X1 + 2-x + 3-x4 = 0
x3 + 4-x4 = 0
0 =0
er preecist givet ved
—2 =8
1 0
e + 15 - t1,tp €R
1 0 27 4 | 1, t2
0 1

I dette eksempel startede vi med et homogent system af linezere ligninger, hvis koefficientmatrix
var pa reduceret trappeform. Dette var grunden til, at vi relativt hurtigt kunne bestemme alle
losninger. Fra de tidligere afsnit ved vi dog, at selv hvis vi starter med et mere kompliceret system,
kan vi altid benytte elementeere reekkeoperationer til at transformere det pa en sidan made, at den
resulterende koefficientmatrix er pa reduceret trappeform. Grundlaeggende beskriver Eksempel
6.4.3, hvordan man bestemmer alle losninger, nar koefficientmatricen for systemet af linesere
ligninger er pa reduceret trappeform. Samme idéer geelder for ethvert homogent system af linezere
ligninger: reducér forst systemet ved at bringe dets koefficientmatrix pa reduceret trappeform, og
folg derefter proceduren eksemplificeret i Eksempel 6.4.3. Det er muligt at beskrive resultatet i
det generelle tilfeelde, og for fuldsteendighedens skyld ger vi det i folgende seetning. Nar man
bliver bedt om at lose et homogent system af linecere ligninger i praksis, er det dog ofte nemmere
direkte at anvende en procedure som den i Eksempel 6.4.3 fremfor at benytte denne seetning.

Seetning 6.4.4

Lad et homogent system af m lineeere ligninger i n variable over et legeme FF veere givet. Lad
koefficientmatricen for dette system veere A, og lad A betegne A’s reducerede trappeform. Antag
videre, at A har p pivoter i sejlerne jy, . . ., Jo, 0g betegn ved

C11 Cln—p

1 soro s Cn—p =
Cm1 Cmn—p
den — p sejleri A, der ikke indeholder en pivot. Definér afslutningsvis
011 U1n—p
V] = yooos Vn—p = o

On1 Unn—p
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ved
—cyi hvisj=j,foretl{=1,...,p,
vji=191 hvis ¢; er den j'te sejlei A,
0 ellers.

Da er losningsmaengden til det givne homogene system af linezre ligninger givet ved

(¥ Uln—p
TR B RN M : | t1,..., thnp €F

On1 Unn—p

Bevis. Vi vil ikke bevise denne seetning men blot angive idéen bag beviset. Forst anvendes
Seetning 6.2.1 til at konkludere, at det homogene system med koefficientmatrix A har preecis de
samme losninger som det homogene system med koefficientmatrix A. Derefter anvendes den
samme metode som i Eksempel 6.4.3 til at beskrive alle losninger til det homogene system med
koefficientmatrix A. O

Udtrykket
o211 O1n—p
ti- | |ty : (t1, ., tn—p € F)

Un1 Unn—p

kaldes den fuldstendige losning til det homogene system med koefficientmatrix A. Nar vi ser tilbage
pa Eksempel 6.4.3, ser vi, at den fuldsteendige losning til det homogene system af lineaere ligninger,
der blev studeret i det eksempel, blev bestemt til at veere lig med

Korollar 6.4.5

Lad et homogent system af m lineaere ligninger i n variable over et legeme [F veere givet. Betegn
koefficientmatricen for dette system ved A. Da har det homogene system ikke andre losninger
end nullgsningen (0,...,0) € F", hvis og kun hvis p(A) = n.

Bevis. Seetning 6.4.4 medferer, at hvis rangen af A er mindre end #, sa findes der en lesning,
der ikke er nullgsningen. Omvendt, hvis rangen af A er lig med 7, er antallet af parametre ¢; i
beskrivelsen af losningsmeengden i Seetning 6.4.4 nul. Det betyder, at kun nullesningen (0, ...,0)
er en lgsning. O

Status er nu, at vi kan bestemme alle losninger til ethvert homogent system af linezere ligninger
(kaldet den fuldsteendige losning til det homogene system), kan bestemme, om et inhomogent
system har en losning, og i sa fald kan finde en sadan lesning (kaldet en partikuleer losning).
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Ved at anvende Seetning 6.1.2 kan vi i dette tilfzelde ogsa bestemme en formel, der beskriver
alle lgsninger til et inhomogent system af lineeere ligninger: det er simpelthen summen af en
partikuleer losning og den fuldsteendige losning til det tilsvarende homogene system. Denne sum
kaldes den fuldstendige losning til det inhomogene system. Derfor har vi pa en konstruktiv made
besvaret alle tre spergsmal, der blev stillet i slutningen af Afsnit 6.1.

Lad os afslutte dette afsnit med et eksempel, hvor vi bestemmer den fuldstendige losning til et
inhomogent system af linezere ligninger.

Eksempel 6.4.4

Lad os vende tilbage til det inhomogene system af linezere ligninger, der blev behandlet i Eksempel
6.4.2:

X1 + 2-x0 —+ 3'X4 = 5
x3 + 4-x4 = 6 .
0 =0

Vi har bestemt en partikuleer losning i Eksempel 6.4.2 og den fuldsteendige losning til det
tilsvarende homogene system i Eksempel 6.4.3. Ved at anvende disse tidligere resultater i
kombination med Seetning 6.1.2, konkluderer vi, at den fuldsteendige losning til det inhomogene
system er givet ved:

5 -2 -3
0 1 0

—+fq - —+ ty - t1,tr € R).
. 1 " 2|, (t1,t2 )
0 0 1

Lesningsmeengden til det inhomogene system er derfor:

5 —2 -3
0 1 0
- +- ti,tr € R
6 1 0 2 _4 |1 2
0 0 1

6.5 Entydighed af den reducerede trappeform

Tidligere har vi udspecificeret, at en given matrix A € [F"*" har en entydig reduceret trappeform.
Eksistensen af den blev vist i Seetning 6.3.1, og i dette afsnit ensker vi at vise entydigheden.
Afsnittet kan springes over og er kun tilteenkt laesere, der ensker at se et bevis for entydigheden af
den reducerede trappeform.

Saetning 6.5.1
Lad F veere et legeme og A € F"*" en matrix. Antag, at A kan transformeres ved hjelp af en
sekvens af elementeere raekkeoperationer til en matrix B; pa reduceret trappeform og ved hjelp af

en anden sekvens af elementeere raekkeoperationer til en matrix B, pd reduceret trappeform. Da
geelder der, at By = By.
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Bevis. Fra Seetning 6.2.1 ved vi, at de homogene systemer af linezere ligninger med koefficient-
matricerne A, By og B, alle har preecis samme lgsning. Ideen med beviset er at vise, at de
homogene systemer af linezere ligninger med koefficientmatricerne By og B, kun kan have de
samme losninger, hvis B; = B;. Desuden anvender vi induktion pa 1, antallet af sojler.

Lad os starte med induktionens basistrin. Hvis n = 1, er der kun to mulige reducerede
trappeformer: m x 1-matricerne
0 1
0
0g
0 0

Den forste kan kun veere en reduceret trappeform af A, hvis A oprindeligt var en m x 1-nulmatrix.
Anvendelse af en hvilken som helst elementeer reekkeoperation pd nulmatricen resulterer i
nulmatricen igen. Hvis Bj eller B, er nulmatricen, har vi derfor A = B; = B), da deisd
fald alle er lig med nulmatricen. Antag nu, at B; eller B, er lig med den anden mulige m x 1-
matrix pa reduceret trappeform. Hvis B; # By, sa er mindst en af dem lig med den eneste anden
m x 1-matrix pd reduceret trappeform, nemlig nulmatricen. Men vi har lige set, at dette ville
betyde, at bdde By og B, er lig med nulmatricen. Denne modstrid viser, at hvis B eller B; er lig
med den anden m X 1-matrix pd reduceret trappeform, si er B; = By.

Vi fortseetter med induktionstrinnet. Antag n > 1, samt at seetningen er sand for n — 1. Lad os
for enhver m x n-matrix A betegne ved A|,_1 den m x (n — 1)-matrix, man opnér ved at fjerne
den sidste sojle fra A. Induktionshypotesen betyder, at A[,,_1 har en unik reduceret trappeform.
Desuden, hvis B er en m x n-matrix pa reduceret trappeform, sa er matricen B|,_; ogsd pa
reduceret trappeform. Dette medferer, at hvis B; og B; er to mulige reducerede trappeformer af
A, sé betyder induktionshypotesen, at B1|,,_1 = B2|,—1. Med andre ord: de forste n — 1 sejler i
B; og B; er identiske. Kun de n’te (altsa de sidste) sgjler i matricerne kan veere forskellige. Lad
nu p betegne antallet af pivoter, der forekommer i B1|,_1. Hvis den n’te sgjle i B; indeholder en
pivot, indeholder denne sgjle kun nuller undtagen i den (p + 1)"te position, hvor den indeholder
et ét-tal. Derfor opfylder enhver losning (v4,...,v,) € F" til det homogene system af linezere
ligninger med koefficientmatrix By, at v, = 0. Omvendt jeevnfer Seetning 6.4.4, hvis den n’te sojle
i By ikke indeholder en pivot, findes der en losning (vy, . ..,v,), sdledes at v, = 1. Et lignende
reesonnement geaelder for den sidste sgjle i Bo. Ved at benytte Seetning 6.2.1 kan vi konkludere,
at de homogene systemer af linezere ligninger med koefficientmatricerne B, B, og A alle har
preecis de samme losningmaengder. Det folger, at enten forekommer der en pivot i den n’te sojle
i bdde By og B,, eller der forekommer ikke nogen pivot i den n'te sgjle i bdde By og B;. I det
forste tilfeelde har vi allerede set, at den n’te sgjle er fuldsteendig bestemt, hvilket medferer, at
B; = B,. I det andet tilfeelde kan vi konkludere, at der er praecis én losning til det homogene
system af lineeere ligninger med koefficientmatrix A, som har udelukkende nuller i sejlerne,
der ikke indeholder pivoter, paneer i den n’te sejle, hvor den har et ét-tal. Ved brug af Seetning
6.4.4 ser man, at koefficienterne for denne losning fuldsteendigt bestemmer den n’te sgjle i A’s
reducerede trappeform. Vi konkluderer, at By = B; ogsa geelder i det andet tilfeelde, hvor der ikke
forekommer nogen pivot i den n’te sgjle i bdde By og B». O



llll Kapitel 7

Vektorer og matricer

7.1 Vektorer

Som i det forrige kapitel vil vi betegne et tallegeme ved FF. Det, vi vil arbejde med nu, virker over
ethvert legeme, men leeseren kan blot teenke pa IF = R eller IF = C. Nar vi beskriver losninger til
systemer af linezere ligninger, arbejder vi allerede med [F”, meengden af alle n-tupler med veerdier
i[F. Vi har ogsa allerede forklaret, at et sddant n-tupel for nemheds skyld ofte betragtes som en
n x 1-matrix. Det betyder blot, at:

U1
(v1,...,v,) 0gsa kan skrives som

Un

Nar et n-tupel skrives som en n x 1-matrix, siger vi, at n-tuplet er skrevet pa vektor-form. Elementer
i F" kaldes derfor vektorer med n elementer fra IF. Hvis alle elementer i en sddan vektor er nul,
kalder vi denne vektor nulvektoren i IF".

Bemeerkning 7.1.1
Elementer i IF"*! kaldes typisk sojlevektorer, mens elementer i IF1*" kaldes rackkevektorer.

Vi har i det forrige kapitel allerede benyttet os af, at der findes en naturlig méde at leegge to
vektorer v og w fra F” sammen pd, og at man ogsa kan multiplicere en vektor fra IF" med et
element ¢ € T, ofte kaldet en skalar i denne sammenhzeeng, da multiplikation af en vektor med en
konstant kan betragtes som en skalering af vektoren. Mere preecist er addition af vektorer i IF"
defineret som:
U1 wq U1 + Wy
+ ] = : . (7.1)
vy Wy, Uy + Wy

For F = R og n = 2 er addition af to vektorer illustreret i Figur 7.1.

118
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V+ W

477 ////
3 Mo
2|
1 1 /

A%

-1 1 2 3 4
_1 1

Figur 7.1: Addition af to vektorer v og w i R?.

Produktet af en skalar ¢ fra F med en vektor i [F" defineres som:

c- : = : . (7.2)
Z)n C- vn

I stedet for (—1) - v kan man ogs4 skrive —v. Ligeledes skrives et udtryk som v + (—1) - w ofte
som v — w. Man udelader ogsa normalt multiplikationstegnet mellem skalar og vektor. Med
andre ord, et udtryk som cv skal blot lzeses som c - v. For F = R og n = 2 er skalering af en vektor
illustreret i Figur 7.2.

2v
4 iR
v
2 iR
-2 -1 1 2 3 4
2
-V

Figur 7.2: Skalering af en vektor v € R2.

Som med matricer vil vi ofte benytte fed skrift til vektorer og typisk bogstaver som u,v, w.
Lad os for fremtidig reference opstille felgende samling af egenskaber for vektoraddition og
skalarmultiplikation:

Saetning 7.1.1
Lad FF veere et legeme, og lad ¢, d € F samt u, v, w € [F". Da geelder:
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i) (u+v)+w=u+(v+w)
(i) utv=v+u

(iii) c¢-(d-u) = (c-d)-u

(iv) c-(u+v)=c-u+c-v
v) (c+d)-u=c-u+d-u

Vi udelader beviset herfor.

Da vi nu har vektorer til radighed, kan vi se neermere pa flere af deres egenskaber. Vi starter med
et eksempel.

Eksempel 7.1.1
Vi er givet vektorerne

u_[;]ogv_mew.

(b) Find c og d, sdledes at c - u + d - v = 0, hvor 0 betegner nulvektoren i R.

(@) Udregn4-u+3-v.

Svar:

(a) Ved brug af definitionen af skalarmultiplikation og vektoraddition fér vi

4.-u+3-v=4- 1 +3. 2 = 4 + 6 = 10 .
2 1 8 3 11
(b) Vihar
coudtd-v=c 1 +d. 2 _|c n 2d _ c+2d .
1 2c d 2c+d

Hyvis vi ensker, at resultatet skal veere nulvektoren, skal vi lose det homogene system af
linezere ligninger:

c+2d=0
204d=0

Ved at traekke den forste ligning to gange fra den anden ligning, hvilket svarer til at udfere
den elementeere reekkeoperation Ry <— Ry — 2 - Ry, far vi systemet:

c+2d=0
0Oc—3d=0

Vi kunne fortsaette og bringe systemet pa reduceret trappeform, men det er allerede klart nu,
at den eneste losning erc =d = 0.

Et udtryk som 4 - u + 3 - v kaldes en linearkombination af vektorerne u og v. Mere generelt, givet
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vektorer vy,...,v, € F" ogskalarer ¢y, ..., c, € FF er et udtryk pé formen
C1-Vi+---+Cn-Vy

en linearkombination af vektorerne vy,...,v,. Anden del af eksemplet viser, at den eneste
linearkombination af vektorerne u og v, der er lig med nulvektoren, er linearkombinationen
0-u+0-v. En sekvens af vektorer kan have denne egenskab generelt, hvilket beskrives i
folgende.

Definition 7.1.1
En sekvens af vektorer vy,...,v, € F" kaldes lineert uafhaengig, hvis og kun hvis ligningen
c1-v1+ -+ ¢y vy = 0kun kan veere sand forcy = - - - = ¢, = 0.

Hvis sekvensen af vektorer vy, ..., v, € [F" ikke er lineeert uatheengig, siges den at veere linezert

afhengig.

Med andre ord er en sekvens af vektorer vy, ..., v, € [F" lineeert uatheengig, hvis og kun hvis den
eneste linearkombination af vektorerne, der er lig med nulvektoren, opnds forc; = --- = ¢, = 0.
Ved hjeelp af nogle logiske udtryk kan linezer uatheengighed af en sekvens af vektorer vy,...,v, €
F" formuleres som folger:

forallecy,...,cy € Fgelder:cy-vi+ - +cy vy =0=>c1=---=¢c, =0. (7.3)

Pa samme made kan linecer atheengighed af sekvensen af vektorer vy, ..., v, € IF" formuleres pa
folgende made:

der eksisterer cq,...,c, € [F,sdledesat: ¢c; -vi+---+¢,-vy, =0 A ikkeallec; ernul. (7.4)

I stedet for at sige, at en sekvens af vektorer vy, ..., v, er lineert (u)atheengig, er det ogsa ganske
almindeligt blot at sige, at vektorerne vy, ..., v, er lineeert (u)athengige. Vi vil ofte bruge denne
made at formulere tingene pa.

Eksempel 7.1.2
Sekvensen af vektorer bestdende af

u:[;]ogv:[j]ew

er lineert afheengig. Da v = 2 - u, ser vi nemlig, at (—2) -u+v = 0.

Dette eksempel illustrerer et mere generelt princip: To vektorer u og v er linezert atheengige,
hvis og kun hvis den ene er en skalering af den anden. Hvis for eksempel u = c-v, sa er
1-u+ (—c)-v = 0, hvilket viser, at vektorerne er lineeert afheengige. P& samme made, hvis
v=c-usder (—c)-u+1-v = 0, hvilket igen viser, at vektorerne er lineaert afhaengige.
Omvendt, hvis vektorerne er lineeert atheengige, findes der ¢, d € IF, som ikke begge er nul, saledes
atc-u+d-v=0. Hvisc # 0,sd far viu = (—d/c) - v, sdledes at v er en skalering af u. Hvis
d # 0, opnar vi pa samme made, at v = (—c/d) - u, hvilket viser at u i dette tilfeelde er en skalering
af v. Intuitivt kan man derfor sige, at to vektorer u og v er lineeert atheengige, hvis og kun hvis
der findes en linje gennem origo, som indeholder bade u og v.

Eksempel 7.1.3
Sekvensen af vektorer bestdende af
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u_[;]ogv_memz

er linecert uaftheengig. Vi har nemlig set i Eksempel 7.1.1, at ligningen ¢ - u + d - v = 0 medferer, at
c=d=0.

Dette eksempel illustrerer, at den linezere uafhaengighed af en sekvens af vektorer kan underseges
ved brug af teorien om systemer af lineeere ligninger. Dette er faktisk tilfeeldet generelt, og det
generelle resultat er folgende:

Lemma 7.1.2

Lad vektorer v, ..., v, € F" vere givet, oglad A € F"*" veare den m x n-matrix, hvis sejler er
Vi, ..., Vy, det vil sige

| |
A= vy ... vy

Sekvensen af vektorer vy, ..., v, er linesert uafthaengig, hvis og kun hvis det homogene system af
linecere ligninger med koefficientmatrix A kun har nulvektoren 0 € F" som lgsning.

Bevis. Antag forst, at sekvensen af vektorer vy, ..., v, er lineeert uatheengig, og lad (c1,...,cn) €
F" veere en losning til det homogene system af linezere ligninger med koefficientmatrix A. Dette
system kan direkte omskrives til ligningen ¢q - v{ + - - - + ¢, - v, = 0. Ved at bruge vores antagelse
om, at sekvensen af vektorer vy, ..., v, er linesert uatheengig, ser vi, at (¢1,...,¢,) = (0,...,0).

Antag nu omvendt, at det homogene system af lineeere ligninger med koefficientmatrix A kun har
nulvektoren 0 € F" som lesning. Hvis (¢y,...,¢,) € F" opfylder ¢y - vi + -+ - + ¢, - v, = 0, kan vi
straks konkludere, at (c1,...,c;) ogsa er en losning til det homogene system af linezere ligninger
med koefficientmatrix A. Men s& kan vi konkludere, at (¢y,...,cy) = (0,...,0). O

Dette lemma forer til en enkel karakterisering af linezer uafthaengighed:

Saetning 7.1.3

Lad vy,...,v, € F" vaere givet, og lad A € F"*" vere matricen med sejlerne vy,...,v,.
Sekvensen af vektorer vy, ..., v, er linesert uatheengig, hvis og kun hvis matricen A har rang n.

Bevis. Dette folger af Korollar 6.4.5 og Lemma 7.1.2. O

Eksempel 7.1.4
Betragt de folgende tre vektorer i C>:

1 0 1+i
u=| 0 |,v=|1+4i|ogw=| —1+5i
1+i 0 2i

(a) Er vektorerne u, v, w lineeert uatheengige?
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(b) Er vektorerne u, v lineeert uatheengige?

(c) Er vektoren u lineeert uathaengig?

Svar: Den generelle strategi for denne type spergsmal er at bruge Seetning 7.1.3. Husk, at for at
beregne rangen af en matrix er det ifelge Definition 6.3.3, definitionen pa rangen af en matrix,
tilstreekkeligt at bestemme dens reducerede trappeform. Lad os nu besvare de tre spergsmal ét ad
gangen.

(a) Seetning 7.1.3 medferer, at vi for at finde svaret skal bestemme rangen af matricen

1 0 1+i

A=| 0 1+i —1+5i
1+i 0 2i
Vi har
1 0 I 10 1+4i
0 1+i —1+5i — 0 1+i —145i
Rs< Rs— (1+1) R
14+i 0 2i seR—(4D)-Re 0
(1 0 1+i
— 0 1 243
R+ (1+4)"1-R
2+ (1+1) 2 0 0 0

Vi kan konkludere, at p(A) = 2, hvilket er mindre end tre, altsa antallet af vektorer vi
arbejder med. Derfor er vektorerne u, v, w lineaert atheengige.

(b) Idette tilfeelde skal vi beregne rangen af matricen

1 0
B = 0 141
1+i 0

Anvendes de samme elementeere raekkeoperationer som ved lesning af forste spergsmal, far
vi, at den reducerede trappeform af B er matricen

10
01
00

Vi ser, at p(B) = 2, hvilket er lig med antallet af vektorer, vi arbejder med. Derfor er
vektorerne u, v lineeert uaftheengige.

(c) Hvis vi kun overvejer vektoren u, skal vi bestemme rangen af matricen

1
C= 0
1+
Denne matrix har rang ét, da den ene sejle, som denne matrix bestar af, ikke er en nulsgjle.

Vi kan konkludere, at sekvensen bestdende af vektoren u er linecert uathaengig. Generelt er
en sekvens bestdende af kun én vektor u € [F" lineeert uafhaengig, hvis og kun hvis u # 0.
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7.2 Matricer og vektorer

Da vi studerede systemer af linesere ligninger, introducerede vi begrebet matrix. En matrix
A € F"™*" blev introduceret som et rektanguleert skema indeholdende m x n elementer fra et
givet legeme [F:

an ... A1
A p—
Ayl --- OAmn

Nogle gange skriver man blot A = [a;j]1<j<m,1<j<n for at holde det kort. Nar en matrix gives pa
denne form, er elementet a;;, som nogle gange ogsé skrives som g, j, det element, der befinder sig i
reekke i og sejle j i matricen A. Det er ogsa normal notation at betegne dette element ved A;; eller
A; ;. Matricen A, der er givet ovenfor, har m reekker: [ai1 ... ay] fori=1,...,m ogn sejler:

alj
forj=1,...,n.
ﬂm]'

Vi vil kalde reekker i en matrix for raekkevektorer og pa tilsvarende vis sgjler i en matrix for
sojlevektorer.

Det viser sig at veere ganske nyttigt at kunne multiplicere en matrix med en vektor. Vi definerer
folgende:

Definition 7.2.1

Lad A = (a;j)1<i<m,1<j<n € F"*" veere en matrix og v = (vy,...,0,) € F" en vektor. Da definerer
vi A -v € F" som folger:

ayr ... din U1 a1 -v1+ -+ ay, oy
Ap1 -+ Amn On A1 =01+ -+ Amn - On
En eekvivalent mdde at definere matrix-vektor produktet er som folger:

a1 ... d1n 01 a1 A1n
(I : S

Am1 -+ Amn Un Am1 Amn

Bemeerk, at vi ikke kan multiplicere en hvilken som helst matrix med en hvilken som helst vektor.
Deres storrelser skal “passe” sammen: antallet af sojler i matricen skal veere lige med antallet af
elementer i vektoren. Hvis dette ikke er tilfeeldet, er den tilsvarende matrix-vektor-multiplikation
ikke defineret.

Eksempel 7.2.1
Lad



Kapitel 7 |||| 7.2 MATRICER OG VEKTORER 125

Udregn A - v.

Svar: Ved at benytte Definition 7.2.1 far vi, at:

7
Av— | T 23| | || 1v7+2(=D+3(=2) | _| -1
4 5 6 4745 (=1)+6-(-2) 1 |

Selvom vi allerede har fundet svaret, lad os for en god ordens skyld ogsa beregne A - v ved hjelp
af formlen givet i den anden halvdel af Definition 7.2.1. Svaret bliver selvfglgelig det samme som

for.
1 2 3 7 1 2 3
A-v:[456]~ :; =7[4 +(-1) 5 +(—2)[6]
= [7 +] 72+ _6]:[_1].
28 -5 12 11

Bemeerk, at matrix-vektor-produktet opstar meget naturligt, nar man betragter et system af linezere
ligninger. Et system af linecere ligninger

app-x1 o+ A Xy = by
Ay1-X1 + -+ + aun-Xn = by
kan udtrykkes som
ayp v A X1 b
= : ) (7.5)
Am1 - Amn Xn b

Nu hvor vi har defineret et matrix-vektor-produkt, kan man stille spergsmalet, om man mere
generelt ogsa kan multiplicere matricer med hinanden. Svaret viser sig at veere ja, forudsat at
deres storrelser passer sammen. Mere praecist kan vi gere folgende:

Definition 7.2.2
Lad A € F™*" og B € F"*’. Antag, at sejlerne i B er givet ved by, ..., b, € F", altsd antag, at

S& definerer vi

A-B=| A-b;, ... A-b,

Bemeerk, at matrixproduktet A - B kun er defineret, hvis antallet af sgjler i A er lig med antallet
af reekker i B. Hvis disse tal stemmer overens, er A - B en matrix med m reekker og ¢ sejler. Med
andre ord, hvis A € F"*", og B € F™!, sder A-B e F"*!,
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En anden made at tilga definitionen af matrixproduktet pa er at opstille en formel for elementerne
i produktet A - B én ad gangen. Lad os sige, at vi ensker at finde en formel for det (i, j) te element
i produktet, (A - B); , altsé elementet i reekke i og sejle j. Dette svarer til at bestemme det i'te
element i produktet A - b;, hvor b; er den j’te sejle i B. Dette er i sig selv preecis det samme som
resultatet af at gange den i’te reekke i matricen A med den j’te sgjle i matricen B. Da den i’te reekke
i A kan skrives som [a;1 ... a;,] og den j'te sejle i B som

ser vi, at

(A-B)ij=lain ...ai]- | + | =ajp b+ +ap- by
by
Ved at bruge summationssymbolet fra Afsnit 3.2 kan vi omskrive denne formel som felger:

n

(A ’ B)i,j = Z Ajr brj- (7.6)
r=1

Eksempel 7.2.2
I dette eksempel seetter vi F = IR, og vi har givet

1 2 3 70

A:[ ]ogB: -1 1
4 5 6

-2 0

Udregn, hvis det er muligt, matrixprodukterne A - B og B - A.

Svar: Forst betragtes matrixproduktet A - B. Da A € R?*3, og B € R3*3, er produktet A - B
defineret. Vi har allerede udregnet produktet af A med den forste sojle i B i Eksempel 7.2.1, sa vi
vil ikke gentage de beregninger her. Tages det i betragtning, far vi:

7 0 0
1 2 3 1 1-04+2-1+3-0 1-0+2-0+3-1
A-B= 1l =110 = el erO
4 5 6 - 11 4-04+5-1+6-0 4-0+5-0+6-1
-1 23
1 5 6 |

Nu ser vi pd matrixproduktet B - A. Da B har tre sgjler, og A har to reekker, er matrixproduktet
B - A ikke defineret.

Dette eksempel viser, at der geelder generelt, at A - B # B - A. Med andre ord er matrixmultiplika-
tion ikke kommutativ. Faktisk kan det endda ske, som vi lige har set, at et af produkterne ikke er
defineret. Selv hvis begge produkter er defineret, betyder reekkefolgen af matricerne stadig noget,
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og A - B # B - A generelt. Tag for eksempel et kig pa A = [10] og B = l (1) 1 . Sa

Lad os ogsa definere addition af matricer:
Definition 7.2.3
Lad A, A’ € F"™*" vaere givet, altsd
!/ !
ain ... Aiu ay ... a4y,
Ayl - Gmn g e Ay
S4 definerer vi A + A’ som foelger:
a1 ... i, g oo T, i R |

+ : : =

/ / / /
aml e amn aml e ﬂmn aml ‘|— aml e amn ‘|— amn

Addition af matricer er kun defineret, hvis de har samme sterrelse. P4 elementniveauet ser vi, at
(A+A);;=a;+ agj. Addition og multiplikation af matricer opfylder mange af de samme regler
som addition og multiplikation af reelle eller komplekse tal. Vi samler nogle af disse i felgende
seetning. Den primeere forskel, som allerede blev neevnt tidligere, er, at matrixmultiplikation
generelt ikke er kommutativ.

Saetning 7.2.1
Lad FF veere et legeme. Da geelder
(i) A+A’'=A’"+ Aforalle A, A’ € F"™*",
ii) (A+A")+A"=A+ (A'+A")foralle A,A’,A” € F"*"
(i) (
(iii) A-(B-C) = (A-B)-Cforalle A € F"*" B € F"*! og C € F'*k.
(iv) A-(B+B')=A-B+A-B foralle A € F"*" og B, B’ € F"*,
&
(v) (A+A')-B=A -B+A'-Bforalle A,A’ € F"*" og B € F"*.

Bevis. Vivil bevise det tredje punkt og overlade de andre dele til leeseren. Anvendes Ligning (7.6)
pa produktet (B - C) far vi, at (B- C); = ! b - ¢;j- Ved at benytte dette samt Ligning (7.6) pa
produktet A - (B - C) opnar vi efter en smule omskrivning, at:

(A-(B-C));;j = é ais - (B~ C)s



Kapitel 7 |||| 7.2 MATRICER OG VEKTORER 128
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Vi afslutter dette afsnit med at forklare to yderligere matrixoperationer. Vi har allerede set, at
vektorer kan multipliceres med en skalar. Generaliseringen til matricer er umiddelbar: for c € F
0

air - A c-ayp - C-lip
A= : : e F"™*" defineres ¢ - A = : : . (7.7)

Am1 - Amn C-u1 -+ C-Qmn

Denne multiplikation forholder sig godt med matrixprodukter. Iseer kan man vise at felgende
holder for alle skalarer ¢ € FF og alle matricer A € F"*", B € F"*!;

c-(A-B)=(c-A)-B og c-(A-B)=A-(c-B). (7.8)

Afslutningsvis findes der en médde at ombytte rollerne af reekker og sgjler i en matrix A pa. Dette
kaldes transponering af matricen og kan betegnes AT. Mere praecist, hvis vi har givet

ap ... A1 an ... A
A= : : € F"™*" s8 defineres AT = : : . (7.9)

Ayl --- Amn a1y - Amn

Eksempel 7.2.3
Lad matricen

A |12 3| g
45 6

veere givet. Bestem AT.

Svar:
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Vi har
1 2 3 ! L
4 5 6
3

Bemeerk, at hvis A € F"*" s er AT € F"*"_ P3 elementniveauet har vi ganske enkelt, at det
(i,j)'te element i AT er lig med det (j,7)’te element i A.

N U1 =~

Transponeringen opforer sig fint i forbindelse med matrixaddition og matrixprodukter. Dette
preeciseres i folgende seetning.

Saetning 7.2.2
Lad F veere et legeme. Da geelder:

(i) (AT)T = A for alle A € F"™¥".
(i) (A+ANT = AT + (A")T for alle A, A’ € F"™*".
(iii) (A-B)T =BT - AT foralle A € F"*" og B € F"*’.

Bevis. Vibeviser kun den forste pastand. Generelt er det (i, j) te element i BT lig med det (j,i)’te
element i B for enhver matrix B. Anvendes dette forst pa matricen AT og derefter pa matricen A,
farvi, at ((AT)T)L]' = (A7) ji = (A);. Dette viser, at matricerne (AT)T og A har preecis de samme
elementer, og dermed at de er ens. O

Det er vigtigt at bemeerke sig reekkefolgen af multiplikationen i punkt 3 for og efter transponering.
Transponering sa at sige vender reekkefolgen af elementer i et produkt om. Der er en god grund
til dette. Givet matricer A € F"*" og B € F"*/, s4 er produktet AT - BT generelt set ikke engang
defineret! Antallet af sojler i AT er m, mens antallet af raekker i BT er £. Dog er der ingen problemer
med produktet BT - AT, da antallet af sejler i BT er 1, hvilket er det samme som antallet af reekker
i AT. Selvom disse observationer ikke direkte beviser punkt tre fra Seetning 7.2.2, sa forklarer de,
hvorfor det er ganske naturligt, at multiplikationsreekkefelgen er som angivet.

7.3 Kvadratiske matricer

Hvis antallet af reekker og af sejler i en matrix er ens, kaldes den en kvadratisk matrix. Med andre
ord, en matrix A er en kvadratisk matrix, hvis A € F"*" for et positivt heltal n. De elementer, der
befinder sig pé de (i,i)te positioner i en kvadratisk matrix, kaldes matricens diagonalelementer.
For eksempel er diagonalelementerne i matricen

1
2
3

N Q1 =~
O 3

tallene 1, 5 og 9. Samlet udger diagonalelementerne, hvad der kaldes diagonalen i en kvadratisk
matrix.
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For et givet n kaldes den n x n-matrix, der har 1’ere i sin diagonal og 0’er overalt derudover, for
identitetsmatricen, og den betegnes I,,. For n = 4 som et eksempel har vi dermed

1000
0100
I =
0010
0001

Denne matrix kaldes identitetsmatricen fordi den ikke har nogen effekt pa en vektor, nar den
multipliceres med vektoren. En direkte udregning viser, at I,, - v = v for alle v € [F". Mere generelt
kan man vise at for alle matricer C € F"*" og C’ € F"*" det geelder at

I[,,C=C og C-I,=C. (7.10)

Nu at identitetsmatricen I, er defineret, kan folgende definition gives:

Definition 7.3.1
En kvadratisk matrix A € F"*" kaldes invertibel, hvis der findes en matrix B € IF"*", sdledes at

A-B=B-A=1I,.

Matricen B, hvis den eksisterer, kaldes den inverse matrix af A og betegnes ved A~

Invertible matricer vil dukke op i mange situationer senere, men allerede ndr man loser visse
systemer af linecere ligninger, kan de vere nyttige. Antag for eksempel, at man ensker at lose
systemet af linecere ligninger A - x = b, hvor vi har en kvadratisk koefficientmatrix A, en
vektor indeholdende de variable x = (xy,...,x,) samt en hojreside b = (by,...,b,). Hvis
koefficientmatricen A har en invers, kan vi multiplicere fra venstre med A~' og reducere:
Al (A-x) = (A1-A)-x = I, x. Dette betyder, at ligningen A - x = b medforer, at
x = A~!.b. Omvendt, hvis x = A~!.b, s& vil en multiplikation med A fra venstre give
Ax=A (A1 b)=(A-A1).b=1,-b=b.Dermed har vi vist, at:

A - x = b, hvis og kun hvis x = A~!.b, forudsat at A~! eksisterer. (7.11)

Denne observation leder til en fin konsekvens for rangen af invertible matricer:

Lemma 7.3.1
Lad A € F"*" vaere givet, og antag, at dens inverse matrix eksisterer. Da er p(A) = n.

Bevis. Ligning (7.11) medforer, at det homogene system af lineaere ligninger A - x = 0 kun har
losningen x = A~! -0 = 0. Men ifelge Korollar 6.4.5 vil rangen af A da veere lig med . O

Vi kunne naevne endnu flere ssmmenhenge, men det vil vi vende tilbage til senere. Spergsmalet
er nu, hvordan man finder ud af, hvorndr en matrix har en invers, og hvis den ger, hvordan
man bestemmer den. Vi vil forst finde et algoritmisk svar og derefter beskrive en teoretisk
karakterisering af invertible matricer.

Det forste vi vil gore, er at finde en algoritme, der for en given n X n-matrix A bestemmer en
n x n-matrix B, sdledes at A - B = I,;, hvis en sddan eksisterer. Derfor vil outputtet fra algoritmen
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enten veere, at en sddan B ikke eksisterer, eller den vil returnere en sddan B. Bemeerk, at ifolge
Definition 7.3.1 skal den inverse af A, her betegnet B, opfylde A - B =I,, 0g B - A = I,,. Heldigvis
viser det sig, at A - B = I, medforer B - A = 1, sdledes at den algoritme, vi er ved at beskrive, rent
faktisk vil bestemme den inverse matrix B = A1, forudsat at den eksisterer.

Lad os betegne den i'te sgjle i enhedsmatricen I, ved e; fori = 1,...,n. Da har vi for eksempel for
n=4,at

1 0 0 0
€ = 0 ;€ = ! ,€3 = 0 0g €4 = 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Idéen med algoritmen, der finder inverse matricer, er felgende: Vi forseger at finde en matrix
B € F"*", saledes at A - B = I, for en given A € F"*". Lad os nu betegne sojlerne i B ved
by,...,by. Deni’te sojlei A - B er jeevnfor definitionen af matrixproduktet lig med A - b;, mens
den i’te sgjle i I, er lig med e;. Derfor er A - b; = e; for alle i mellem 1 og n. Omvendt, hvis
A -b; = e; for alle i mellem 1 og 7, sd har matricerne A - B og I, de samme sgjler, og derfor geelder
A - B = I,,. Dermed ser vi, at

A - B = I, hvis og kun hvis A - b; = e; for alle i mellem 1 og .

Derfor kan vi bestemme b; ved at lose det inhomogene system af linezere ligninger A - x = e;.

Fra teorien fra det foregdende kapitel ser vi, at for at finde ud af, om ligningssystemet A - x = e;
har en losning, er det tilstraekkeligt at bestemme den reducerede trappeform af totalmatricen
[Ale;]. Hvis p(A) = p([A|e;]), sé findes der ifelge Korollar 6.4.3 en losning, og ellers ikke. Hvis
der for alle i mellem 1 og n geelder, at p(A) = p([Ale;]), vil vi derfor veere i stand til at bestemme
en matrix B € F"*" siledesat A-B =1,,.

Man kunne nu veelge at arbejde sig igennem ligningssystemet A - x = e; ét i ad gangen og dermed
beregne én spjle i matricen B ad gangen, hvis den eksisterer. Men da ferste del af de tilsvarende
totalmatricer altid er ens, nemlig A, vil det veere langt hurtigere at handtere alle n systemer pa én
gang ved at bestemme den reducerede trappeform af matricen [Ale;|ey|... |e,] = [A|L,].

Derfor er en algoritme, der kan afgore, om en kvadratisk matrix A € F"*" har en invers og i
bekreeftende fald bestemme den, folgende:

(i) Bestem den reducerede trappeform af n x 2n-matricen [A|I,]. Dette kan gores ved hjeelp af
elementaere reekkeoperationer, ligesom vi gjorde i Afsnit 6.3.

(ii) Hvis den resulterende reducerede trappeform ikke er pa formen [I,,|B], konkludér da, at A
ikke har en invers.

(iii) Hvis den er pa formen [I,|B], konkludér da, at A har en invers, nemlig A~! = B.

For at se hvordan dette virker i praksis, vil vi gennemga to eksempler.
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Eksempel 7.3.1
Lad F = R og

A:[;i].

Afgor, om denne matrix har en invers, og bestem den i sa fald.

Svar: Forst bestemmer vi den reducerede trappeform af matricen [A|I,]. Vi far:

1 210 — 1 2 1 0
[A[L] =
3401 Ry < Ry —3-Ry 0 -2 -3 1
— 1 2 1 0 — 1 0 -2 1
Ry« (—1/2) R, 01 3/2 —1/2 | Ry« R —2-R, |0 1 3/2 —1/2 |

Derfor konkluderer vi, at A har en invers, nemlig

Al | 2 1
3/2 —-1/2 |

Eksempel 7.3.2
Lad F = R og

Afgor, om denne matrix har en invers, og bestem den i sa fald.

Svar: Vi starter med at bestemme den reducerede trappeform af matricen [A|I3]. Vi fér:

12310 0
[A[T5] = 456 010
|5 7900 1
(1 2 3 1 0 0]
— 0 -3 —6 -4 1 0
Ry + Ry —4-Rq
5 7 9 0 0 1|
1 2 3 1 0 0]
—
0 3 6 -4 10
R3 < R3—5-Rk4
|0 -3 =6 =5 0 1|
1 2 3 1 0
— 0 -3 —6 -4 1 0
Rs < Rz — R
TR o 0 0 -1 -1 1

Selvom vi endnu ikke er feerdige med bestemmelsen af den reducerede trappeform af [A|I3], har
vi allerede her fundet en trappeform af den. Pivotelementerne kan afleeses pa dette stadie, og vi
ser, at de er placeret i matricens ferste, anden og fjerde sojle. Fortseetter vi reduktionen til den
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reducerede trappeform, vil de forste tre elementer i tredje raekke forblive nul. Laeseren opfordres
til at udregne den reducerede trappeform for at sikre sig, at dette faktisk er korrekt. Dermed vil
den reducerede trappeform af [A|I3] ikke veere pa formen [I3|B]. Vi konkluderer, at matricen A
ikke har en invers.

I princippet har vi nu en algoritme, der kan afgere, om en kvadratisk matrix har en invers, og som
i bekreeftende fald kan bestemme den. Vi har dog ikke vist, at algoritmen er korrekt. Med andre
ord, hvis vi felger trinnene i algoritmen, vil resultatet sa altid veere, som det skal veere? Forst
og fremmest skal vi sikre os, at hvis den reducerede trappeform af n x 2n-matricen [A|I,] ikke
er pd formen [I,|B], sa har A ikke en invers. Og for det andet skal vi sikre os, at hvis en matrix
B € F"*" opfylder A - B = I,;, sd geelder der ogsd, at B - A = I,;, sdledes at vi kan konkludere, at
B er den inverse af A. Vi vil adressere disse sporgsmal i resten af dette afsnit. Det vil vise sig, at
alt er, som det skal veere, og man kan vise, at:

A~ !eksisterer <« den reducerede trappeform af [A|I,] er pa formen [I,|B]
<  p(A) = n (dvs. rangen af A er n). (7.12)

En leeser, der er villig til at acceptere dette uden bevis, kan springe resten af dette afsnit over, men
for andre leesere vil vi give et bevis nedenfor.

Seetning 7.3.2
Lad A € [F"*" vaere en kvadratisk matrix. Folgende udsagn er logisk aekvivalente:

(i) Den reducerede trappeform af n x 2n-matricen [A|I,] er pa formen [I,|B] for en kvadratisk
matrix B € F"*".

(ii) Der eksisterer en kvadratisk matrix B € F"*", sdledes at A - B = I,,.

Bevis. Antag, at den reducerede trappeform af matricen [A|I,] er pd formen [I,|B] for en
kvadratisk matrix B € F"*". Lad b; vere den i’te sgjle i matricen B. Sa kan de samme
elementeere reekkeoperationer, der anvendes til at transformere matricen [A|I,] til formen [I,,|B],
ogsé anvendes til at transformere matricen [A|e;] til [I,|b;]. Da [I,|b;] er pa reduceret trappeform,
kan vi konkludere, at den reducerede trappeform af matricen [A|e;] er lig med [I,,|b;]. Dette
medferer, at b; er en losning til systemet af linezere ligninger A - x = e;. Derfor geelder A - B = I,,.
Specifikt geelder A - B = I, for en kvadratisk matrix B € [F"*", nemlig matricen i hejre del af den
reducerede trappeform af [A|L,].

Antag omvendt, at A - B = I, for en kvadratisk matrix B € F**". Da har systemet af linezere
ligninger A - x = e; for alle i fra 1 til n en losning, nemlig den i’te sgjle i matricen B. Vi péstar, at
den reducerede trappeform af [A|I,] kun indeholder pivotelementer i sine forste n sgjler. Vi vil
bevise denne péstand ved et modstridbevis. Antag derfor, at den reducerede trappeform af [A|I,]
har en pivot i en sejle med indeks 1 47 for et i > 0. Da vil den reducerede trappeform af matricen
[Al|e;] indeholde en pivot i sin (1 + 1)’te sejle. Specifikt vil A og [Ale;] ikke have samme rang.
Men sa har systemet A - x = e; ifolge Korollar 6.4.3 ingen losning. Da vi allerede har observeret,
at det har en lesning, opnar vi her en modstrid. Dette beviser pastanden om, at den reducerede
trappeform af [A|I,] kun indeholder pivotelementer i sine forste n sejler. Neaeste pastand er, at
rangen af [A|I,] er lig med n. For at opna en modstrid vil vi antage, at den reducerede trappeform
af [A|I,] indeholder en nulraekke. Ved at se pa anden del af matricen, I,;, kan vi konkludere, at der
findes en sekvens af elementaere reekkeoperationer, der kan transformere I,, om til en matrix med
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en nulreekke. Men mens I, er en matrix med rang 7, kan en n X n-matrix med en nulraekke hejst
have rang n — 1. Dette beviser den anden pastand. Ved at kombinere de to pastande konkluderer
vi, at den reducerede trappeform af [A|I,] indeholder en pivot i hver af sine forste n sgjler. Sa er
den p4 formen [I,,|C], hvor hejre del er en kvadratisk matrix C € F"*". O

Korollar 7.3.3

Lad A € F"*" veere givet. Da eksisterer der en matrix B € F"*", saledes at A - B = I;, hvis og
kun hvis p(A) = n.

Bevis. Hvis A -B = I, for en B € F"*", s er den reducerede trappeform af n x 2n-matricen [A|1,,]
ifolge Seetning 7.3.2 pa formen [I,|C] for en C € [F"*". Men sd er den reducerede trappeform af A
selv I;, hvilket medferer, at p(A) = n.

Omvendst, hvis p(A) = n, er den reducerede trappeform af A lig med I,,. Men sé er den reducerede
trappeform af [A|L,] pa formen [I,,|C| for en kvadratisk matrix C € F"*". Ifglge Seetning 7.3.2
kan vi konkludere, at der eksisterer en B € [F"*", sdledes at A - B = I,,. O

Korollar 7.3.4

Lad A € F"*" veere en kvadratisk matrix, og antag, at der eksisterer en kvadratisk matrix B € F"*",
sdledes at A - B = I,,. Da geelder B - A = I,,, og derforer B = A1 den inverse af A.

Bevis. For at konkludere, at B er den inverse af A, skal vi vise,at A-B = B- A = I,,. Da det er
givet, at A - B = I, har vi tilbage at vise, at B- A = I,,.

Bemerknu,atA-(B-A)=(A-B)-A=1,-A=A=A"I, Derfor gelder A- (B-A—1,) =
A-(B-A)—A-I, =0, hvor 0 her betegner n x n-nulmatricen.

Bemeerk, at den forrige ligning medferer, at enhver sejlei B - A — I, er en lesning til det homogene
system af ligninger A - x = 0. Ifelge det forrige korollar har matricen A dog rang n. Derfor ved vi
fra Korollar 6.4.5, at systemet A - x = 0 kun har lgsningen x = 0. Derfor er alle sojleri B- A — I,
nulsgijler, hvilket medferer, at B - A = I,;. Dette er netop, hvad vi skulle vise. O

Korollar 7.3.5
Lad A € F"*" veere givet. Da eksisterer den inverse matrix, hvis og kun hvis p(A) = n.

Bevis. Dette folger af de to tidligere korollarer. O



llll Kapitel 8

Determinanter

8.1 Determinanten af en kvadratisk matrix

I dette afsnit vil vi introducere determinanten af en kvadratisk matrix. Determinanter bliver nyttige,
nér vi underseger, om en given matrix er invertibel, og vil ogsa blive seerdeles nyttige i senere
kapitler. Vi starter med en notationskonvention:

Definition 8.1.1
Lad A = (az‘j)lgign,lgjgn € F"*" veere en givet kvadratisk matrix. Da definerer vi matricen
A(i;§) € Fin=1)x(n=1) gom;

a ce 111]'_1 a1j+1 ce aA1n
A(isf) = 411 --- Ai-1j-1 4i-1j+1 --- i-1n
e
Ait11 -+ Aig1j-1 AipljH1 - Gigdn
T 600 Iln]',l ﬂnj+1 000 Ann |

I ord: Matricen A(i; j) opnas fra A ved at den i’te raekke og den j'te sejle i A fjernes. Med dette pa
plads kan vi definere determinanten af en kvadratisk matrix rekursivt som folger:

Definition 8.1.2
Lad A € F"*" veere en kvadratisk matrix. Vi definerer da

A hvisn =1,

det(A) = ,
" (=11 g, -det(A(i;1))  hvisn > 2.

Uden brug af summationssymbolet kan man ogsé skrive:

det(A) = ayq - det(A(1;1)) — ap; - det(A(2;1)) + - - + (=1)"*1 -4, - det(A(1;1)).

135
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Eksempel 8.1.1
Lad

For at beregne determinanten af denne matrix vil vi benytte Definition 8.1.2. Viser, at A(1;1) = ap,
og at A(2;1) = ayp. Derfor har vi

det (

Benyttes bogstaver a, b, c og d som matricens elementer, kan vi skrive dette som:

cletQ‘Z szad—bc. (8.1)
C

Nar man far til opgave at beregne determinanten af en 2 x 2-matrix, er denne formel seerdeles
praktisk. Figur 8.1 visualiserer formlen for determinanten af en 2 x 2-matrix: udregningen foregar
ved, at man multiplicerer matricens to diagonalelementer og treekker produktet af de to andre

elementer fra.
b
det (la ) = “ — ad — be.
)-8

Figur 8.1: Determinanten af en 2 X 2-matrix.

a1 a2
a1 a

]) = ayy - det(azy) — ap; - det(arn) = ay1a — anan.

Eksempel 8.1.2
Lad F = R samt
1 2
A=1|4 5
5 7

O O W

ligesom i Eksempel 7.3.2. Udregn determinanten af A.

Svar: Vi har forst og fremmest, at

A(1;1)—[§ S],A(Z;l)—li g] ogA(S;l)—[é 3].

6
Derfor far vi ved brug af Definition 8.1.2:

detm):l.det([; 3D_4.det([§ : >+5.det<[§ g])

Med Ligning (8.1) kan vi hurtigt beregne determinanterne af 2 x 2-matricer. Dermed far vi:

det(A) =1-(45—42) —4- (18 —21) +5-(12—15) =3 +12 - 15 =0,
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Determinanter kan bruges til at angive en formel for den inverse af en kvadratisk matrix (hvis den
findes). For store veerdier af n er formlen egentlig kun interessant ud fra et teoretisk synspunkt,
men for sma verdier af 1, iseer hvis n = 2, kan den bruges i praksis.

Seetning 8.1.1

Lad A € F"*" veere en kvadratisk matrix og antag at det(A) # 0. Sd er A en invertibel matrix og
dens inverse er givet som matricen hvilkens (i, j)-te indgang er (—1)"*/ det(A(j;i))/ det(A). Med
andre ord:

det(A(1;1)) —det(A(2;1)) .. (=1l det(A(n;1))
) 1 —det(A(1;2)) det(A(2;2)) oo (=1)"2det(A(n;2))
A :det(A) : : . :
(—1)" 1 det(A(1;n)) (—=1)"*2det(A(2;n)) ... det(A(n;n))

Bevis. Seetningen bevises ikke her. Den interesserede laeser kan finde et bevis i kapitlens sidste
afsnit, som dog ikke er pdkreevet leesning. O

Som neevt fer, bliver formlen for den inverse matrix i Seetning 8.1.1 hurtigt for besveerligt at bruge
i praksis for store veerdier af n. Men for n = 2 bliver den tit brugt. Derfor vil vi udarbejde hvad
der sker for n = 2 i felgende eksemplet:

Eksempel 8.1.3
Givet er matricen

A:

a b

c d|

Vi har set i Eksempel 8.1.1 at det(A) = ad — bc. Bemeerk at A(1;1) =d, A(2;1) = b, A(1;2) = ¢
0g A(2;2) = a. Lad os antage at det(A) # 0. S& medforer Seetning 8.1.1 at

. 1 [det(A(l;l)) —det(A(Z;l))] 1 [d —b], (8.2)

" det(A) | —det(A(1;2)) det(A(2;2)) | ad—bc| —¢ a
Denne formel til den inverse af en 2 x 2 matrix kan veere meget bekvemt. Betragt for eksempel
matricen fra Eksempel 7.3.1:
A= L2 .
3 4

I Eksempel 7.3.1 fandt vi ud af at denne matrix er invertibel og har vi beregnet dens inverse
ved at bruge elementeere reekkeoperationer. Nu har vi en anden mulig fremgangsmade: fordi
det(A) =1-4—2-3 = —2ikke er nul, medferer Seetning 8.1.1 at matricen er invertibel. Ved at
bruge Ligning (8.2) fas straks at:

Al 114 —2)_| -2 1 '
-2 -3 1 3/2 —-1/2
Selvfolgelig fis det samme resultat for A~! som i Eksempel 7.3.1, men nu uden at udfere

reekkeoperationer. For storre matricer anbefales det dog at bruge metoden fra Kapitel 7 som
bruger reekkeoperationer.
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Lad os nu vende tilbage til determinanter og betragte nogle seerlige typer af matricer.

Definition 8.1.3

En matrix A = F"*" kaldes en diagonalmatrix, hvis

a1 O 0 0
0 anyn 0 0
A = . . .
0 0 ap1p1 O
i 0 0 0 Ann |

138

kaldes diagonalelementerne i A. Dette forklarer betegnelsen diagonalmatrix i Definition 8.1.3: en
diagonalmatrix er en kvadratisk matrix, hvis elementer alle er nuller bortset fra dem i diagonalen.
For eksempel er identitetsmatricen I,;, som introduceret i starten af Afsnit 7.3, en diagonalmatrix,
hvis diagonalelementer alle er lig med 1.

Proposition 8.1.2
Lad A = [F"*" veere en diagonalmatrix med diagonalelementerne ayy, ..., a,,. Da er

det(A) = ayy -axn - -+ - .

Seerligt er det(I,) = 1.

Bevis. Vi viser dette ved induktion pa n. Hvis n = 1, sd er A = ay1, og Definition 8.1.2 medferer
s, at det(A) = a1;. Antag nu, at n > 2, og at udsagnet geelder for diagonalmatricer i F("~1)*(n—1),
Ved at anvende Definition 8.1.2 far vi, at:

det(A) = ay;-det(A(1;1)) —0-det(A(2;1)) 4+ ---+ (=1)""1.0-det(A(n;1))
= a1 det(A(l; 1))
= all.azz.....ann,
hvor viiden sidste lighed anvendte induktionshypotesen. Induktionshypotesen geelder, da A(1;1)
er en diagonalmatrix med diagonalelementerne ap, ..., a,,. Dette afslutter induktionstrinnet.

Vi konkluderer ved induktionsprincippet, at udsagnet er sandt. Det seerlige tilfeelde med
identitetsmatricen folger nu straks, da alle diagonalelementer i sa fald er lig med én. O

Vi kan allerede nu opstille en formel for determinanten af matricer i en storre klasse, nemlig de
ovre trekantmatricer (ogsa kendte som de gvre trianguleere matricer):

Definition 8.1.4
En matrix A = [F"*"* kaldes en gvre trekantsmatrix, hvis
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a1 412 413 An

0 axn axp aop
A=| :

0 0 ap-1p-1 An-1n

0 0 0 Wi
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Iord: i en ovre trekantsmatrix er alle de elementer, der ikke er nul, placeret over eller i diagonalen.
Alle elementer under diagonalen i en gvre trekantsmatrix er nul.

Saetning 8.1.3
Lad A = F"*" veere en ovre trekantsmatrix med diagonalelementerne a1y, ..., a,,. Da er
det(A) =ayq-axp - - - aun.
Bevis. Beviset er meget lig beviset for Proposition 8.1.2 og overlades til laeseren. O

En lignende klasse af matricer er folgende:

Definition 8.1.5
En matrix A = F"*" kaldes en nedre trekantsmatrix, hvis

a1 0 0 cee 0
ar az 0 . 0
A pu—
Apn—11 Ap—1n—2 Ap—1n—1 0
an1 e Apn—2 Apn—1 nn

I ord: i en nedre trekantsmatrix er alle de elementer, der ikke er nul, placeret under eller
i diagonalen. Alle elementer over diagonalen i en nedre trekantsmatrix er nul. Nedre
trekantsmatricer er ogsa kendte som nedre trianguleere matricer. Ogsa her kan vi opskrive
en formel for determinanten. Inden da har vi brug for et lemma, som kan veere nyttigt i sig selv.

Lemma 8.1.4
Hyvis en kvadratisk matrix i I[F"*" indeholder en nulraekke, er dens determinant nul.

Bevis. Dette kan vises ved induktion pd n. Detaljerne overlades til leeseren. O

Seetning 8.1.5
Lad A = F"*" veere en nedre trekantsmatrix med diagonalelementerne 411, . .., a,,. Da er

det(A) =ay - - Aupe
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Bevis. Vi viser dette ved induktion pd n. Hvis n = 1, sd er A = a;1, og Definition 8.1.2 medferer
s, at det(A) = ay1. Antag nu, at n > 2, og at udsagnet gaelder for nedre trekantsmatricer
i F-1x("=1) " Bemaerk, at A(1;1) er en nedre trekantsmatrix med diagonalelementerne
a, ..., any. Derfor medferer induktionshypotesen, at det(A(1;1)) = ax - - - - - au,. Matricerne
A(2;1),...,A(n;1) har alle en nulreekke som forste raekke. Dette skyldes, at det eneste element,
der ikke er nul, i forste reekke i A, er at finde pa den forste elementposition, men denne
position er blevet fiernet i matricerne A(2;1),...,A(n;1). Ved Lemma 8.1.4 har vi derfor, at
det(A(2;1)) =0,...,det(A(n;1)) = 0.

Ved hjeelp af Definition 8.1.2 ser vi da, at:
det(A) = ay;-det(A(1;1)) —ay - det(A(2;1)) +--- 4+ (=1)" " . a,1 - det(A(n;1))
= ay-det(A(1;1)) —ap -0+---+(=1)".a,-0
= aq -det(A(1;1))
= 4114 - - lpn,

hvor vii den sidste lighed anvendte induktionshypotesen. Dette afslutter induktionstrinnet. Vi
konkluderer ved induktionsprincippet, at seetningen er sand. O

8.2 Alternative beskrivelser af determinanten

I Definition 8.1.2, vores beskrivelse af determinanten af en kvadratisk matrix A € F"*", spillede
den forste sejle i A en seerlig rolle. Det er fordi i den rekursive definition vi gangede elementer fra
den forste sgjle i A med determinanterne af mindre matricer. Disse mindre matricer blev lavet ud
fra A ved at fjerne den forste sgjle og en raekke. Af den grund siger man typisk, at man i Definition
8.1.2 beregner determinanten ved at udvikle langs den forste sojle. Mere preecist refererer man
ofte til dette som udviklingen eller Laplace-udviklingen af determinanten langs den forste sgjle.

Man kan nu sperge, om der er nogen grund til, at den forste sojle er sa speciel. Svaret er: det er
den ikke! Det er muligt at udregne determinanter ved udvikling langs andre sgjler og faktisk ogsa
ved udvikling langs reekker. Mere preecist har vi felgende seetning:

Saetning 8.2.1

Lad n > 2, oglad A € F"*" veere en kvadratisk matrix. Da gelder der for et ethvert j mellem 1 og
n:

M-

Il
-

det(A) = Y (—1)""7 - a;; - det(A(i; ). (8.3)

1

Yderligere geaelder der for ethvert i mellem 1 og n:

det(A) = f(—nfﬂ' - a;j - det(A(i; ). (8.4)

—n
—_

Bevis. Vi vil ikke bevise denne sezetning, men den interesserede laeser kan finde nogle be-
meerkninger i det neeste afsnit, hvor de vigtigste ideer bag beviset bliver forklaret. O

Bemeerk, at for j = 1 er Ligning (8.3) blot den formel, der er givet for determinanten i Definition
8.1.2. For andre veerdier af j beskriver Ligning (8.3) Laplace-udviklingen af determinanten langs
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den j’te sojle i matricen A, fordi elementerne 4;; er indgangene i den j-te sejle i matricen A nér
summationsindeksen i gar fra 1 til n. Ligning (8.4) beskriver Laplace-udviklingen af determinanten
langs den i'te reekke. Bemeerk at denne omgang summationsindeksen er j. Derfor er elementerne
a;j indgangene i den i-te reekke i matricen A ndr summationsindeksen j gér fra 1 til n.

Disse ligninger kan ogsa udtrykkes uden brug af summationssymbolet pa folgende made:
det(A) = (=1)"*7 - ay; - det(A(1;])) + (1) - ay; - det(A(2; )+
Co (=) a,; - det(A(n;])).
08

det(A) = (—1)"*1 - gy - det(A(i;1)) + (=1)1*2 - 4y, - det(A(i;2)) +
o (=1) - gy, - det(A(i;n)).

Eksempel 8.2.1
Lad F = R og
1 2 3
A=|4 5 6
579

som i Eksempel 7.3.2. Udregn determinanten af A ved anvendelse af Laplace-udvikling langs den
forste reekke. Udregn ogsa determinanten af A ved anvendelse af Laplace-udvikling langs den
anden sojle.

Svar: Vi starter med udregning af determinanten af A ved anvendelse af Laplace-udvikling langs
den forste reekke. Bemeerk forst og fremmest, at

A(1;1):l§ S],A(l;z):[: g] ogA(1;3):[;L i]

Derfor opnar vi ved anvendelse af Laplace-udvikling langs den forste raekke, at

>+(—1)1+2.2-det<[4 6 >+
59
4 5

(—1)1+3-3~det<[5 7])

Ved brug af Ligning (8.1) kan vi hurtigt beregne determinanterne af 2 x 2-matricer, og vi far:

5 6
det(A) = (—=1)'*1. 1. det ([ -

det(A) =1-(45—42) —2- (36 —30) +3-(28—25) =3 —-12+9 = 0.

Nu udregnes determinanten af A ved anvendelse af Laplace-udvikling langs den anden sgjle.
Vi forventer selvfolgelig at beregningerne igen viser at det(A) = 0. Vi har:

A(1;2):[§ S],A(z;z):[; g] ogA(s;z):ljL 2]

Derfor opnar vi ved anvendelse af Laplace-udvikling langs den anden sgjle, at
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>+(—1)2+2-5-det<[1 3 >+
5 9
(—1)3+2-7-det<[i iD

det(A) = —2-(36—30) +5-(9—15) —7- (6 —12) = —12 — 30 + 42 = 0.

det(A) = (=1)+2.2. det (l ;‘ 6

Igen ved brug af Ligning (8.1) fas:

Seetning 8.2.1 har en fin konsekvens i forbindelse med transponerede matricer.

Korollar 8.2.2
Lad A € F"*" veere givet. Da geelder der, at det(A) = det(AT).

Bevis. Vibruger induktion pa n. Hvisn = 1,er A = AT, og der geelder klart, at det(A) = det(AT).
Antag nu at n > 2, og at korollaret geelder for n — 1. Bemaerk, at A(j;1)T = AT(1;)),
hvilket sammen med induktionshypotesen lader os udnytte, at det(AT(1;])) = det(A(j;1)T) =
det(A(j;1)). Ved anvendelse af Laplace-udvikling af determinanten af AT langs den forste reekke,
far vi

det(AT) = Y2(-1)M. (AT),; - det(AT(1;)))
=1

n

= L det(AG: )
P

= det(A),

hvor vi i den sidste lighed anvendte Definition 8.1.2. Dette afslutter induktionstrinnet og dermed
beviset. O

Afslutningsvis vil vi neevne en seerligt vigtig egenskab ved determinanter, nemlig at de opferer
sig fint med hensyn til matrixmultiplikation:

Seetning 8.2.3
Lad A, B € F"*" yeere givet. Da er det(A - B) = det(A) - det(B).

Den interesserede leeser kan finde en skitse af beviset i slutningen af folgende afsnit, men det
er ikke obligatorisk leesning. Selvom seetningen ser uskyldig ud, har den en reekke veesentlige
konsekvenser, der alle vil vise sig vigtige for os senere. Vi formulerer dem her som en reekke
korollarer.

Korollar 8.2.4
Lad A € F"*" veere givet. Da har A en invers, hvis og kun hvis det(A) # 0.

Bevis. Hvis A har en invers A1, s3 geelder der, at A - A1 =1,. Ved at anvende Seetning 8.2.3 ser
vi, at det(A) - det(A~!) = det(I,;) = 1. For den sidste lighed benyttede vi os af Proposition 8.1.2.
Saledes geelder der, at det(A) # 0, da produktet det(A) - det(A~!) ellers ville veere nul.
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Antag omvendt, at det(A) # 0. Sa medferer Seetning 8.1.1 at A er invertibel. O

Korollar 8.2.5
Lad A € F"*" vaere givet. Da er sejlerne i A lineaert uafheengige, hvis og kun hvis det(A) # 0.

Bevis. Dette folger ved at kombinere Seetning 7.1.3, det forrige korollar og Korollar 7.3.5. O

Korollar 8.2.6

Lad A € F"*" veere givet. Da er det(A) # 0, hvis og kun hvis det homogene system af linezere
ligninger med koefficientmatricen A kun har nulvektoren som lgsning.

Bevis. Dette folger ved at kombinere Korollarerne 6.4.5,7.3.5 og 8.2.4. O

8.3 Ekstra: determinanter og elementeere reekkeoperationer

Detter afsnit er ikke obligatorisk leesning og kun teenkt til dem det vil vide lidt mere om
determinanter samt se beviset af Seetninger 8.1.1, 8.2.1 og 8.2.3. Noglen til disse beviser er
at forsta effekten af elementeere reekkeoperationer pa veerdien af en determinant af en matrix. En
anden grund for at undersoge det er at Definition 8.1.2 er ikke altid giver den hurtigste made at
beregne determinanten af en kvadratisk matrix pa. Ved at bruge reekkeoperationer kan man finde
en hurtiger algoritme.

I vores studie af systemer af lineaere ligninger definerede vi tre typer af elementeere reekkeop-
erationer, der kunne benyttes til effektiv simplificering af et givet system. Motiveret af dette
vil vi nu undersoge effekten af disse tre typer af elementeere reekkeoperationer pa veerdien af
en determinant. Den, der er nemmest at handtere, er den elementeere reekkeoperation af typen
R; <= c- R;. Vi starter med at bevise et generelt resultat.

Seetning 8.3.1
Betragt folgende tre matricer i [F"*":

- a - - a - - ai -
- -1 — - -1 - - a1 -
A= = a; - |,B= = b; = OgC= — c-aj+b;, — |,
= - A — - 41 -
L — an - L — an - L — an -

hvor ¢ € F. Da geelder der, at det(C) = ¢ - det(A) + det(B).
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Bevis. Vi benytter induktion pa n. Hvisn = 1, harvi A = aforena € IF, B =bforenb € F og
C = c-a+b. Ifelge Definition 8.1.2 ser visd, at det(C) = c-a+b = c- det(A) + det(B).

Antag nu, at n > 2, og at seetningen geelder for (n — 1) x (n — 1)-matricer. Lad os ved
Yi—1x ?éi(—l)kJrl - ¢g - det(C(k; 1)) betegne den summation, man opnar ved at lade k lobe fra
1 til n, hvor veerdien i springes over. Da kan vi skrive

det(C) = Y (1) ¢ - det(C(k;1)) + (—1)F1 - ;1 - det(C(i; 1)).
k= Tkt

For alle k forskellige fra i medferer induktionshypotesen, at det(C(k;1)) = c - det(A(k;1)) +
det(B(k;1)). Ydermere er C(i;1) = A(i;1) = B(i; 1), da den i"te reekke er den eneste reekke, hvor
matricerne A, B og C adskiller sig fra hinanden. Ved at udnytte, at c;; = c - a;1 + bj1, 0g cx1 = a1,
hvis k # i, ser vinu, at

n
det(C) = ) ( D gy - det(C(k; 1)) +
1k#i

k=
(=1)" - (aj1 + by ) - det(C(i;1))
151 gy - (c - det(A(k; 1)) + det(B(k; 1)))

I
m:

k= #1
+ —1)’+1 -c-aj - det(A(i; 1)) + (—1)"1 - by - det(B(i; 1))
n .
= Y ¢ DM gy - det(A(k; 1)) 4+ (=1)F ¢ gy - det(A(;1))
k=1;k#i
n .
+ Y (=DM by - det(B(k; 1)) + (1) - by - det(B(i; 1))
k=Tk#i
= c-det(A)+ det(B).
Dette afslutter induktionstrinnet og dermed induktionsbeviset. O
Korollar 8.3.2

Lad A € F"™" veaere givet, og antag, at C er opnaet fra A ved anvendelse af den elementeere
reekkeoperation R; < ¢ - R; pa A for eti og et ¢ € [F. Da geelder der, at det(C) = ¢ - det(A).

Bevis. Hvis vi veelger b; = 0 i Seetning 8.3.1, far vi, at det(C) = c - det(A) + det(B), hvor B er
en matrix, hvis i'te reekke er nulreekken. Seetning 8.1.4 medferer, at det(B) = 0. Deraf folger
korollaret. O

Undersogelsen af effekterne af de to resterende typer af elementeaere reekkeoperationer pa veerdien
af determinanten viser sig mere indviklet. I opsummering bliver effekten af disse operationer
folgende:

Anvendelse af R; <> R; péd en kvadratisk matrix endrer fortegnet pa determinanten. ~ (8.5)

Anvendelse af R; <— R; + ¢ - R; pd en kvadratisk matrix pdvirker ikke determinanten.  (8.6)
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Eksempel 8.3.1
Lad F = R og

= =
a1 N
N W

A:
5 7 9

som i Eksempel 7.3.2. Udregn determinanten af A ved hjeelp af elementeere reekkeoperationer.

Svar: Fra Eksempel 7.3.2 kan vi afleese, at:

1 2 3 1 2 3
—
A = 4 5 6 0 -3 —6
Ry <+ Ry —4-Rq
|5 7 9 5 7 9
[1 2 3 1 2 3
0 -3 —6 0 -3 —6
R3 + R3—5-R R3 « R3 — R
3 3 1 0 -3 —6 3 s=Re g g )

Anvendes Ligning (8.6) tre gange, kan vi konkludere, at

1 2 3
det(A) = det 0 -3 -6
0 0 0

Bemeerk nu, at matricen pa hejre side er en ovre trekantsmatrix. Ved anvendelse af Seetning 8.1.3
far vi derfor, at

1 2 3
det(A) = det 0 -3 -6 =1-(-3)-0=0.
0 0 ©0

Nu vises gyldigheden af Ligningerne (8.5) og (8.6). Vi starter med to lemmaer.

Lemma 8.3.3

Antag, at n > 2, og lad en kvadratisk matrix A € F"*" vaere givet. Desuden betegnes ved
B € F"*" den matrix, der opnas fra A ved at bytte rundt pa to pa hinanden folgende reekkeri A.
Da gelder der, at det(B) = — det(A).

Bevis. Vibeviser dette ved induktion pa n.

Hvis n = 2, har vi

A:
az1 ax aip a2

a1 (112] OgB:lﬂﬂ ﬂzz],

hvilket medforer det(A) = ay7 - axp — ap1 - a1p og det(B) = apy - ajp — ayq - axy. Derfor har vi, at
det(B) = —det(A).

Lad nun > 3, og antag, at lemmaet geelder for n — 1. Lad os betegne de to reekker i A, som har
byttet plads, ved R; og R; ;1. Daser vi,at A(i;1) = B(i+1;1),0g A(i+1;1) = B(i;1). Fork # i
og k # i+ 1kan B(k; 1) desuden opnas fra A(k; 1) ved, at to pa hinanden felgende reckker byttes



Kapitel 8 |||| 8.3 EKSTRA: DETERMINANTER OG ELEMENTARE RAKKEOPERATIONER 146

rundt. Ifelge induktionshypotesen har vi derfor for sédanne k, at det(B(k; 1)) = — det(A(k; 1)).
Samles det hele, far vi:

n
det(B) = Y (—1)F gy - det(B(k 1))
k=1;k#i;k#i+1
+(=1)"*1 ;g1 - det(B(i;1)) 4 (—=1)2 - a;1 - det(B(i + 1;1))
n
= - Y (D" - det(A(k1))
k=1;k#i;k#i+1

+(=1)" - aiq1 - det(A(i+1;1)) + (—1)F2 - a;1 - det(A(5;1))
- — f(—l)k“ ~ayq - det(A(k; 1))
k=1
= —det(A).

Dette afslutter induktionstrinnet og dermed beviset. O

Lemma 8.3.4

Antag, at n > 2, og lad en kvadratisk matrix A € F"*" vaere givet. Antag, at to pa hinanden
folgende raekker i A er identiske. Da geelder der, at det(A) = 0.

Bevis. Dette kan vises ved at folge den samme strategi som i beviset for Lemma 8.3.3. O

Ovenstaende lemma er blot et seertilfeelde af et mere generelt resultat:

Proposition 8.3.5

Antag, at n > 2, og lad en kvadratisk matrix A € F"*" veaere givet. Antag, at to reekker i A er
identiske. Da er det(A) = 0.

Bevis. Hvis to pa hinanden folgende reekker i A er identiske, medferer Lemma 8.3.4, at det(A) = 0.
Derfor star vi tilbage med tilfeeldet, hvor to reekker i A er identiske men ikke pa hinanden folgende.
Lad os betegne de to givne identiske reekker i A ved R; og R;, hvori > j > 1. Vi bytter rundt pa
reekkerne R; og R;_1, og flytter dermed raekken R; hejere op i matricen. Effekten pd determinanten
er et fortegnsskift ifelge Lemma 8.3.3. I den nye matrix er de identiske reekker nu R; og R; 1. Hvis
disse raekker er pd hinanden felgende, stopper vi med at bytte raekker, men ellers flytter vi den
nederste af de to identiske raekker op, én reekke ad gangen. Séledes ender vi pa et tidspunkt med
en matrix B med to pa hinanden felgende reekker. Jeevnfer Lemma 8.3.3 skifter determinanten
fortegn, det(B) = + det(A), hver gang vi bytter rundt pa to pa hinanden folgende rackker. Men
da vi ifelge Lemma 8.3.4 har det(B) = 0, konkluderer vi, at det(A) = 0. O

Vi har nu alle de nedvendige ingredienser til at vise effekten pa determinanten af en kvadratisk
matrix af at bytte om pa to raekker.

Seetning 8.3.6

Lad en kvadratisk matrix A € [F"*" vaere givet, og betegn ved B € [F"*" en matrix opnaet fra A
ved hjeelp af en elementeer reekkeoperation af formen R; <+ R; for nogle heltal i < j. Da geelder
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der, at det(B) = —det(A).

Bevis. Vi opskriver

ai

an

og C =

Ved at anvende Seetning 8.3.1 pa reekke i i C, ser vi, at

det(C) = det

a

an

+ det

a

ai

Nu anvender vi igen Seetning 8.3.1, men denne gang pa reekke j i matricerne i de to
determinantudtryk pd hejre side af denne ligning og bruger derefter Proposition 8.3.5. Sa far vi, at

det(C) = det(A) + det(B).

Men Proposition 8.3.5 medferer, at det(C) = 0, da reekkerne i og j i C er identiske. Derfor geelder
0 = det(A) + det(B), hvilket medferer, hvad vi enskede at vise.

O

Nu hvor vi kender effekten af de elementeere reekkeoperationer R; <— ¢+ R; og R; <+ R; pd
determinanten, afslutter vi med et blik pa, hvad der sker med determinanten, nar vi benytter en
elementeer reekkeoperation af formen R; <- R; + ¢+ R;.

Saetning 8.3.7

Lad A € F"*" vere givet, og antag, at matricen B er opndet fra A ved anvendelse af den
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elementeere reekkeoperation R; <— R; + ¢ - R; pd A for forskellige reekkeindekser i, j og for et c € IF.
Da geelder der, at det(B) = det(A).

Bevis. Dette folger af Seetning 8.3.1 og Proposition 8.3.5. O

Nu vender vi vores opmeerksomhed til at bevise Seetninger 8.1.1, 8.2.1 and 8.2.3. Noglen til at
forstd, hvorfor Seetning 8.2.1 er sand, er folgende:

Lemma 8.3.8
Lad f : F"*" — TF veere en funktion, der opfylder de felgende to betingelser:

(i) f(A) = 0 for alle kvadratiske matricer A € F"*", der har to identiske raekker.
(ii) For alle matricer A, B og C som angivetiSeetning 8.3.1, geelder der, at f(C) = c- f(A) + f(B).
Daer f(A) = det(A) - f(I,) for alle A € F"*".

Bevis. Vi skitserer kun beviset: De to betingelser, som f opfylder, er nok til at udlede preecis,
hvordan veerdien af f eendrer sig, nar en matrix A andres ved hjelp af en elementeer
reekkeoperation. Faktisk kan mange af beviserne i Afsnit 8.3 genbruges. De to givne betingelser er
ogsd nok til at udlede, at f(A) = 0 for enhver A, der har en nulraekke. Resultatet er derefter, at f
opferer sig nejagtigt som determinanten under elementeere reekkeoperationer, og at bade f og
determinanten har veerdien nul for matricer med en nulraekke.

Givet en hvilken som helst kvadratisk matrix A og en sekvens af elementeere reekkeoperationer, der
transformerer A til sin reducerede trappeform, som vi kan kalde B, kan man efter transformationen
sammenligne veerdierne af f og determinanten under disse elementeere raekkeoperationer.
Resultatet er, at f(A) = d - f(B) for en konstant d € F, samt at ogsa det(A) = d - det(B) for
den samme konstant d. Hvis A har rang mindre end 7, indeholder dens reducerede trappeform B
en nulreekke. Men sd er f(B) = 0, og det(B) = 0. Hvis A har rang 1, sd er B = I,,. Sdledes har vi i
dette tilfeelde, at f(A) = d - f(I,), mens det(A) = d - det(I,) = d -1 = d. I alle tilfeelde ser vi, at

f(A) = det(A) - f(Tn). O

Bemeerk, at determinanten, som vi definerede den i Definition 8.1.2, opfylder de to betingelser
fra Lemma 8.3.8, se Proposition 8.3.5 og Seetning 8.3.1. For at bevise, at Seetning 8.2.1 er gyldig,
skal man vise, at funktionen f, man far ved udvikling af en determinant langs en reckke eller en
sojle, altid har de egenskaber, der er neevnt i Lemma 8.3.8, og at f(I,;) = 1. Dette kan langt hen
ad vejen gores pd samme made, som det vi gjorde for determinanten defineret i Definition 8.1.2.
Dette indsigt er hvad man kan bruge til at vise Seetning 8.2.1.

Nu vises Seetning 8.1.1.

Bevis. For at vise Seetning 8.1.1 er det tilstreekkeligt at matricen A~! givet i saetningen, opfylder
A“'A =1, og AA~! = I,,. Her vises kun den anden lighed. Bemzerk forst at Ligning (7.6)
medforer at
n
1
r+1 _ _
(AA7Y);; = det Z det(A(i;r)) = det(A) det(A) = 1.
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Her bruges Ligning (8.4) til at indse at Y7 ; a;,(—1)"+ det(A(i; 7)) = det(A).

Antag nu at i # j. Pa lignende made som for ses at
(AA! E i, (—=1) T det(A(j; 7).

Lad nu B veere matricen man far fra A ved at erstatte den j-te reekke af A med den i-te raekke af
A. S& geelder b, = a;;, fra den méde B blev defineret pa, og A(j;r) = B(j;r), fordi matricerne A
and B kun er forskellige i deres j-th reekker og denne raekke er fjernet nar A(j;7) og B(j;r) dannes.
Derfor fas

Z ay(—1)" det(A Z bjr(—1)" det(B(j;r)) = det(B),

hvor i den sidste lighed vi har brugt Ligning (8.4). Men fordi den i-te og j-te reekke i B er identiske
(begge er lig med den i-te raekke i A), medferer Proposition 8.3.5 at det(B) = 0. Leeser man tilbage
i bevist, kan man slutte at (AA’l)i,j = 0hvisi # j. Altialt, sesnuat AA~! =1,. O

Lad os slutteligt opridse en skitse af beviset for Seetning 8.2.3:

Bevis. For en skitse af beviset af Seetning 8.2.3 betragter vi funktionen f : F"*" — IF defineret ved
f(A) = det(A - B) for en vilkarligt valgt B € IF"*". Ved hjeelp af Proposition 8.3.5 og Seetning
8.3.1 viser man forst, at f opfylder betingelserne i Lemma 8.3.8. Man kan derefter konkludere,
at f(A) = det(A) - f(I,) for alle A € F"*". Men sa er det(A - B) = f(A) = det(A) - f(I,) =
det(A) - det(B). I den sidste lighed udnyttede vi, at I,, - B = B. O



llll Kapitel 9

Mere om vektorer og matricer

9.1 Udspeendingen af vektorer

I teksten for Definition 7.1.1 sa vi, at for givne (sgjle)vektorer vy,...,v, € F" og skalarer
c1,-..,cn € F kaldes et udtryk pa formen

Cl.V1+...+Cn.Vn

en linearkombination af vektorerne vy,...,v,. Gangetegnet mellem skalarerne og vektorerne
udelades ofte. En linearkombination af vektorerne vy, ..., v, kan med andre ord blot skrives som
c1vy + -+ vy,

Eksempel 9.1.1
Betragt de folgende to vektorer fra R?:

SHEESH!

Vi udregner en raekke linearkombinationer af de to vektorer.

-

[ 252 0] _
(_2.5)"1—’_0‘,2_[—2.5‘1]4_[0]_

o [1] - [13)-
oo [2]] 2]

Vi illustrerer linearkombinationerne i Figur 9.1.

2+1
1+3

1-vi+1-vp=vi+vy= +

1

0g

150
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V] + V2
V2

Vi

—2.5V1

-6 -4 -2 0 2 4 6
Figur 9.1: Linearkombinationer af vektorerne vi og v, i R2.

Ifelge Definition 7.1.1 kaldes vektorer vy,...,v, € IF" lineeert uafheengige, hvis den eneste
linearkombination af vektorerne der giver nul, er den hvor alle skalarerne cy, . .., ¢, er nul. Med
andre ord: vektorerne vy, ..., v, € F" er linezert uaftheengige, hvis ligningen cyvy + - - - +¢,v; = 0
kun er opfyldtnar ¢; = - - - = ¢, = 0. For vi fortseetter, ser vi pa et eksempel.

Eksempel 9.1.2

Lad os undersgge om de to vektorer v og v, fra Eksempel 9.1.1 er linecert uaftheengige. For at
afgore dette, betragter vi ligningen c;v; + cpvp = 0. Ligningen holder hvis og kun hvis

:m.
EHINE

Dette er et homogent ligningssystem med en invertibel koefficientmatrix (den viste 2 X 2 matrix).
At matricen er invertibel, kan man for eksempel se via Korollar 8.2.4. Vi har nemlig at

det 21 =2:8=1-1=§,
1 3

som ikke er nul. Det betyder, at Ligning 9.1 har den unikke lgsning

HEERHEH!

Vi kunne ogsa have udledt dette fra Korollar 8.2.6. Nu felger det fra Definition 7.1.1 at vektorerne

o[i] e[

fra Eksempel 9.1.1 er lineeert uaftheengige.

2c1 4¢3
c1 + 3¢

I matrixnotation svarer dette til

0
. ] . (9.1)
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Indtil videre har vi blot genopfrisket koncepter fra Kapitel 7. Nu tager vi et skridt videre ved at
introducere begrebet udspaending:

Definition 9.1.1
Lad vy,..., v, € IF" veere givet. Udspeendingen af disse vektorer, angivet ved Span(vy,...,vy), er
meengden af alle mulige linearkombinationer af vektorerne. Med andre ord:

Span(vy,...,vy) ={civi+---+cnvn|c1, ..., cn € F}.

Hvis vi ensker at understrege, at skalarerne kommer fra legemet IF, skriver vi sommetider
Spang(vy,...,v,) i stedet for Span(vy,...,v,). Vi siger, at vektorerne vy,...,v, udspander
Span(vy,...,v,). Selve vektorerne vy, ..., v, kaldes udspendende vektorer for Span(vy,...,vy).
Bemeerk at vektorernes reekkefelge i princippet er uden betydning i Definition 9.1.1, nar
man definerer udspeendingen. For eksempel gelder det at Span(vy,vy) = Span(vy,vqp), da
c1V1 + v = cpvy + ¢y for alle skalarer ¢y, c; € IF. Med andre ord: Span(vy, v2) er det samme
som Span(vy, v1 ), da begge bestér af alle linearkombinationer af vektorerne v; og v,. Lad os se pa
nogle eksempler.

Eksempel 9.1.3
Betragt vektoren v; € IR? givet ved

vl_m.

Lad os bestemme udspeendingen af v;. Da vi kun har en enkelt vektor er en linearkombination
blot et skalarmultiplum af vektoren, altsa: ¢; - vi. Med andre ord kan vi sige, at Span(vy) er
meengden af skalarmultipla af v;. Med formler, og ved brug af Definition 9.1.1, far vi:

Span(vy) = {cvi|c1 € R}

~olifeen)
“ e eer)
S e

Grafisk er situationen den, at udspeendingen af v; bestér af alle vektorer, der ligger pa linjen
gennem origo og parallel med vy (se Figur 9.2, hvor udspeendingen er angivet med en bla linje).



Kapitel 9 |||| 9.1 UDSPANDINGEN AF VEKTORER 153

—4 =2 0 2 4

Figur 9.2: Udspeendingen af en ikke-nul vektor i R?.

Lad os nu se pa hvad der sker, hvis vi tager udspaendingen af vektorerne

[t

og
Wp = l — ] o
-2
Bemeerk at wo = —2v;. Navnligt geelder det at 2vy + wy = 0. Dette viser, at vektorerne v; og wy
faktisk er lineeert atheengige.
En linearkombination af vektorerne vi og wy har formen c1vy + cowp. Da wy = —2vy, geaelder
der dog at

c1v1 + awWp = c1vy + c2(=2)v1 = (1 — 2¢2)v1.

Det betyder, at enhver linearkombination af v; og wy faktisk kan skrives som et skalarmultiplum
af vi. Dermed kan enhver linearkombination af vi og wy ogsa opnéds udelukkende som en
linearkombination af vektoren v;. Med andre ord betyder dette, at Span(vy, wy) = Span(vy).

I det forrige eksempel s vi at udspeendingen af to vektorer sommetider kan vere det samme som
udspeendingen af en enkelt vektor. Bemeerk dog at de to vektorer v; og w; i eksemplet ovenfor
var linezert athaengige, da 2vy + wy = 0. Lad os betragte et andet eksempel pa udspaendingen af
to vektorer. Denne gang veelges vektorerne séledes at de er lineeert uafthaengige.

Eksempel 9.1.4
Betragt vektorerne vy, vy € R? givet ved

SHEESH!

Lad os bestemme udspeendingen af vektorerne v; og v,. Bemeerk at vektorerne er preecis
de samme som i Eksempel 9.1.1, og at vi ved fra Eksempel 9.1.2, at de er linezert uatheengige. I
Eksempel 9.1.1 udregnede vi en raekke linearkombinationer af disse vektorer, se Figur 9.1. Da
udspeendingen er meengden af alle mulige linearkombinationer, vil vektorerne i Figur 9.1 optreede
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i udspeendingen.
Vi bruger Definition 9.1.1 til at bestemme udspaendingen af v; og v»:

Span(vy,vy) = {cqvi+cvalcr, o € R}

2 1
=] c @G, C ER
fa|2]+a]}]10acr]
= { 2C1+C2 |C1,C2€]R}.

c1 + 3¢
Grafisk er situationen den, at vektorerne i udspeendingen af v; og v, udfylder hele R?. P&
Figur 9.3 har vi markeret det omrade, man opndr ved at plotte alle vektorer pa formen c;vy + cavp
med ¢; og c; valgt frit i intervallet [0, 1].

+Cp

=1l 0 1 2 3 4 5

Figur 9.3: Omrade opndet ved linearkombinationer c; - vi + ¢3 - vp, hvor ¢1, ¢ € [0,1].

I Eksempel 9.1.3 s& vi at Span(vy, wy) var lig med udspeendingen af en enkelt vektor,
nemlig vi. For udspeendingen af v; og vy gjaldt dette dog ikke. Denne gang geelder at
Span(vy,vy) # Span(v), for enhver vektor v € R?. Intuitivt er drsagen, at udspeendingen
af v; og v; er hele R?, mens udspeendingen af en enkelt ikke-nul vektor v ville veere en linje
gennem origo parallel med v, tilsvarende til situationen der blev illustreret i Figur 9.2.

Vi ser pa et andet eksempel pa udspaendingen af vektorer, denne gang med vektorer i IR3.

Eksempel 9.1.5
Betragt folgende vektorer fra R®:

1 4 0
vi= |2 |,v2o= |5 | ogvs=| 3
3 6 6

Spergsmal: Kan Span(vy, vy, v3) udspeendes af feerre end tre vektorer?

Svar: I Eksempel 9.1.3 kunne vi fjerne en vektor uden at eendre udspeendingen, fordi de givne
vektorer var lineeert aftheengige. Lad os derfor undersoge om de tre vektorer vy, vy, v3 er lineeert
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uafheengige eller ej. Lad A veere den 3 x 3 matrix, hvis sejler er vy, v, og vs3. Ifelge Seetning 7.1.3
ved vi, at vektorerne vy, vy, v3 er lineaert uathaengige, hvis og kun hvis matricen A har rang tre.
Dette kan afgeres ved at beregne den reducerede trappeform af A.

Vi udelader detaljerne i denne beregning men opfordrer i stedet leeseren til selv at verificere, at
den reducerede trappeform af matricen A er givet ved matricen:

Da B har to pivotelementer, har matricen A rang to. Vi ved derfor, i kraft af Seetning 7.1.3, at
vektorerne vy, vp, v3 ikke er linezert uaftheengige. Eftersom pivotelementerne i den reducerede
trappeform af A optraeder i de to ferste sejler, kan vi desuden konkludere, at vektorerne vy og vy
er lineeert uathaengige (se Eksempel 7.1.4, hvor en lignende tilgang blev anvendt for tre vektorer i
C3). Det folger, at v3 kan skrives som en linearkombination af v; og vy.

Dette er allerede tilstraekkeligt til at konkludere, at enhver linearkombination af vektorerne
V1, V2 0g V3 0gsa kan skrives som en linearkombination af de to vektorer v; og vy. Vi kan derfor
slutte, at Span(vy, vy, v3) = Span(vy, v2). Hermed har vi besvaret det oprindelige sporgsmal:
Span(vy, vp, v3) kan faktisk udspeaendes af faerre end tre vektorer.

Ovenfor brugte vi kun, at v3 kan udtrykkes som en linearkombination af vi og v, men ikke
hvordan dette gores eksplicit. Ved hjeelp af den reducerede trappeform af matricen A, som vi
betegnede med B, kan vi finde det eksplicitte udtryk. Bemeerk forst at vi har felgende identitet for
sojlerne i B:

4 1 0
-1 |=4|0]|—-1]1
0 0 0

—4 0
Bl 1 |=]|0
1 0

Da B er den reducerede trappeform af A, har de homogene linezre ligningssystemer med
koefficientmatricer A og B samme losninger. Derfor har vi ogsa:

—4 0
A 1 =10
1 0
Men da felger det, at
0 1 4
3|=4]2]|—-1|5
6 3 6
eller med andre ord:
V3 = 4V1 — Vo. (92)

For fuldsteendighedens skyld vil vi nu vise, hvordan enhver linearkombination af vektorerne vy,
vy og v3 kan skrives som en linearkombination udelukkende af vektorerne vi og v,. Vi vidste
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allerede, at dette er muligt, men nu kan vi forklare det eksplicit ved hjeelp af Ligning (9.2). Vi har
nemlig:

C1V] +Cvy +c3vy = (1Vy+ v +C3 (4V1 — Vz)

c1Vy + vy +4c3vy — c3vp
(c1 +4c3)v1 + (c2 —c3)va.

Baseret pa dette eksempel er det rimeligt at formode, at nar en vektor er linezert afheengig af andre,
kan den fjernes uden at eendre udspeendingen. Den folgende seetning bekraefter dette.

Seetning 9.1.1
Lad vy, ..., v, vaere givne vektorer i F". Da er Span(vy,...,v,_1) = Span(vy,..., V), hvis og
kun hvis v, kan skrives som en linearkombination af vektorerne vy, ...,v, 1.

Bevis. =: Antag at Span(vy,...,v,—1) = Span(vy,...,v,). Da v, € Span(vy,...,v,) og
Span(vy,...,v,_1) = Span(vy,...,v,), ser vi, at v, € Span(vy,...,v,_1). Derfor kan v, skrives
som en linearkombination af vektorerne vy, ..., v,_1, da udspeendingen Span(vy,...,v,_1) per
definition netop bestar af alle linearkombinationer af vy, ..., v,_1.

<«: Antag at v, kan skrives som en linearkombination af vektorerne vy, ..., v,_1. Da findes der
di,.. -/dn—l € Fsa
Vo =divi+ -+ dy v

For vilkérlige cy, ..., cy € FF geelder nu, at
Vit F Va1tV = avit vy Fen(divi -+ dp1vyq)

vy + -+ 11 + (cndivi + -+ cndy—1Vn-1)
= (1 +cndi)vi+ -+ (cp1 4+ cndy—1)Vy_1.

Dette viser, at enhver linearkombination af vektorerne vy,...,v, ogsd kan opnds som en
linearkombination af vektorerne vi,...,v,_1. Derfor geelder det, at Span(vy,..., v, 1) =
Span(vy, ..., vy). O

Lad os bruge seetningen til at undersege Eksempel 9.1.5 endnu en gang.

Eksempel 9.1.6

I Eksempel 9.1.5 sé vi, at Span(vy, v, v3) = Span(vy, v3), da v3 kan skrives som en linearkombi-
nation af v; og vy. Dette stemmer overens med Seetning 9.1.1. Geometrisk er situationen den, at
vektorerne vy, vy og v3 alle ligger i samme plan. Mere praecist: planen, der gdr gennem nulvek-
toren og indeholder bade vektorerne v; og vy, indeholder ogsa v, se Figur 9.4. At fjerne vektoren
v3 eendrer ikke udspeendingen: de to vektorer v; og v, udspeender stadig den samme plan.
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6 /’
A4
3
0o 1 ———L 1 1> 345

Figur 9.4: Planen der indeholder v; og v; indeholder ogsé v3.

Vi har ogsé set i Eksempel 9.1.5, at vektorerne vq og v, er linezert uafhaengige. Ved igen at
anvende Setning 9.1.1 kan vi konkludere, at det vil eendre udspeendingen, hvis vi fjerner v;.
Geometrisk er situationen den, at alt imens v; og v; tilsammen udspaender en plan, sa udspaender
v1 alene kun en linje — nemlig den linje, der gar gennem nulvektoren og v;.

Lad os nu se pé et sidste eksempel i dette afsnit, hvor vi samtidig forklarer nogle konventioner.

Eksempel 9.1.7
Betragt vektoren

W1:[O]ER2.
0

Med andre ord: w; er nulvektoren i R?. Vi gnsker at bestemme Span(wy). Da vi kun har én
udspeendende vektor, er en linearkombination i dette tilfeelde blot et skalarmultiplum af denne
vektor: ¢; - wi. Da alle indgange i wy er nul, har vi

wn-a3]-[22]-[3]

Uanset hvilken veerdi c; har, er resultatet af produktet c; - wy altsa altid det samme, nemlig
nulvektoren. Det betyder, at

Span(wi) = {c1w1 |1 € R} = {[ 8 ]}

Vi ser altsa, at udspeendingen i dette eksempel blot bestar af nulvektoren.

Tilsvarende geelder at for ethvert legeme IF bestar udspeendingen af nulvektoren i [F"* kun af
nulvektoren selv. Lad os nu fastleegge en konvention, som anvendes internationalt: udspaendingen
af ingen vektorer overhovedet i IF" defineres som meaengden, der kun indeholder nulvektoren i

F™. Med andre ord:
0
Span() = .

Dette kan ved forste gjekast virke lidt meerkeligt, men det vil vise sig at veere nyttigt senere.
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9.2 Ordnet basis for en udspaending af vektorer

I stedet for at kalde Span(vl, ..., vy) for udspeendingen af vektorerne vy, ..., v, er det ogsa
almindeligt at kalde det udspeaendingen af listen af vektorer (vy,...,v;). I en liste er reekkefolgen
af dens indgange vigtig, sa hvis vi for eksempel har to forskellige vektorer v og v, sd er de to
lister (v1,v7) og (va, v1) ikke det samme! Dette i modseetning til maengder, hvor reekkefolgen af
de elementer den indeholder, ikke betyder noget: for eksempel {v{,v,} = {vy, v }. Fordelen ved
at arbejde med lister er, at vi kan tale om dens forste indgang, dens anden indgang, osv. Dette vil
veere nyttigt senere.

I Eksempel 9.1.3 sa vi, at udspeendingen af de to vektorer vi, wy er preecis den samme som
udspeendingen af den enkelte vektor vi. Ved at tale om lister af vektorer kan vi blot sige, at
udspaendingen af listen af vektorer (vi, wy) er den samme som udspaendingen af underlisten
(v1), som fés ved at fjerne vektoren wy fra listen (v, wy). Tilsvarende har vi set, at udspaendingen
af listen af vektorer (vq,vy,vs3) givet i Eksempel 9.1.5 er den samme som udspeendingen af
underlisten (vq,vy).

Nar man starter med vektorerne vy, ..., v, i [F”", kan man sperge, hvor mange vektorer der kan
fjernes uden at eendre udspaendingen. Mere preecist kan man sperge: For en given liste af vektorer
i F"™, hvad er den korteste underliste, der har samme udspeaending som den oprindelige liste?
Sadanne korteste underlister har et seerligt navn, som vi kommer ind pé i den folgende definition.

Definition 9.2.1

Lad en liste af n vektorer fra F™, lad os sige (vj,...,Vy), vere givet. En ordnet basis for
Span(vy,...,vy) er en underliste (v;,...,v;,) af (vi,...,v,) med felgende to egenskaber:

1. Underlisten har samme udspaending som den oprindelige liste: Span(v;,...,v;,) =
Span(vy,...,vy).

2. Enhver kortere underliste af (v;,, ..., v;,) udspaender ikke Span(vy, ..., v,).

Eksempel 9.2.1

Lad F = R og lad os betegne den i-te sojle i 4 x 4 identitetsmatricen I4 ved e;, fori = 1,2,3,4. Med
andre ord har vi

1 0 0 0
e 0 e = ! ez = 0 og ey = 0
1 0 ;€2 0 7 €3 1 g €4 0
0 0 0 1
Da geelder at
1 0 0 0
0 1 0 0
Span(ej, ey, e3,eq4) = {1 +o +c3 +cy | c1,¢2,03,¢4 €R
0 0 1 0
0 0 0 1



Kapitel 9 |||| 9.2 ORDNET BASIS FOR EN UDSP/ZANDING AF VEKTORER 159

€1,C2,€3,C4 € R

= R*%

Desuden vil fiernelse af en hvilken som helst af disse fire vektorer give, at de resterende vektorer
ikke leengere udspeender R*. Hvis vi fjerner e,, far vi for eksempel:

1 0 0
0 0 0
Span(eq, e3,e;) = <1 " +c . +c3 0 | c1,c0,03 € R
0 0 1
€1
= s | c1,c0,03 € R
2
c3
£ R

Det folger at (eq, e, e3, e4) er en ordnet basis for R*.

Vi kan generalisere ovenstaende. For et givet positivt heltal m og et legeme F lader vi e; betegne
den i-te sgjle i identitetsmatricen I, for i = 1,...,m. Da kan man pa tilsvarende vis bevise, at
(eq,...,en) er en ordnet basis for F". Denne ordnede basis kaldes den ordnede standardbasis for
F™.

Ordet ordnet i Definition 9.2.1 anvendes, fordi vektorerne i en liste har en reekkefolge: vi kan tale
om den forste vektor i listen, den anden og sa videre. Det viser sig, at man, for enhver udspeending
af en given liste af vektorer vy, ..., v, € [F", altid kan finde en ordnet basis. Faktisk har vi allerede
gjort dette i nogle af eksemplerne i det foregdende afsnit — vi kendte blot ikke udtrykket ordnet
basis endnu. Lad os genbesoge disse eksempler.

Eksempel 9.2.2

Betragt udspeendingen af nulvektoren 0 i [F”. Da ethvert skalarmultiplum af denne vektor
igen er nulvektoren, har vi Span(0) = {0}. I slutningen af Eksempel 9.1.7 naevnte vi, at man
per konvention definerer udspaendingen af ingen vektorer som {0}. Det betyder, at listen (0)
har samme udspeending som listen (), der ikke indeholder nogen vektorer. Denne liste kaldes
sommetider den tomme liste. Da vi ikke kan fjerne nogen vektorer fra den tomme liste, er () en
ordnet basis for {0}.

Eksempel 9.2.3
Som i Eksempel 9.1.3 betragter vi udspaendingen af listen af vektorer (vq, wy), hvor

0g
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Vi sa i det tidligere eksempel, at wp = —2v;, og derfor er Span(vy, wy) = Span(vy). Det betyder,
at listerne (v1, wy) og (v1) har samme udspeending. Hvis vi ogsa fjerner v; fra listen (v;), star
vi tilbage med den tomme liste (). Som vi sa i det foregdende eksempel, Eksempel 9.2.2, er
udspeendingen af den tomme liste blot {0}. Derfor er (v1) en ordnet basis for Span(vy, wy).

Man kunne undre sig over, hvorfor vi taler om en ordnet basis for Span(vy, w;) og ikke blot
om den ordnede basis. Arsagen er, at ordnede baser ikke er entydige. For eksempel kan man vise,
at (wy) ogsa er en ordnet basis for Span(vy, wy). Vi har nemlig Span(vy, wy) = Span(wy, v1), og
da wy = —2vy, har vi ogsd vi = —1/2wy. Derfor folger det af Seetning 9.1.1, at Span(wp, v1) =
Span(wy;). Ved at reesonnere videre som for kan vi konkludere, at (w;) er en anden ordnet basis
for Span(vy, wp).

Eksempel 9.2.4
Som i Eksempel 9.1.4 betragter vi udspeendingen af listen af vektorer (v, v), hvor

SHEESH!

Vi sd i det tidligere eksempel, at vektorerne vy, v, er linesert uathaengige, at Span(vy, v;) = R?
og at Span(vy,vy) # Span(vy). Tilsvarende geelder det at Span(vy,vy) = Span(vy,vq) #
Span(vy), da vy ikke kan skrives som en linearkombination af v,. Dette medferer, at listen
(v1,v2) er en ordnet basis for Span(vy,vo) = R%. Som i det foregdende eksempel findes der
andre mulige ordnede baser. For eksempel zendrer en ombytning af vektorerne v og v, hverken
udspeaendingen eller det faktum, at de er linezert uafhaengige. Derfor er (vy, v1) en anden ordnet
basis for R?. Endnu en anden mulighed er den ordnede standardbasis for IR?, se Eksempel 9.2.1.

Der findes mange flere ordnede baser for IR?, men det vender vi tilbage til senere.

Eksempel 9.2.5
I Eksemplerne 9.1.5 og 9.1.6 betragtede vi udspeendingen af listen af vektorer (vq, v, v3), hvor

1 4 0
V] = 2 |,vo=15 og v3 = 3
3 6 6
Vi sa i disse eksempler, at Span(vy,vy,v3) = Span(vy,vz). Derudover kom vi frem til, at

Span(vy,vy) # Span(vy), ved brug af Seetning 9.1.1. Pa tilsvarende vis kan man se, at
Span(vy,vy) # Span(vy). For eksempel kan man reesonnere som felger: vi ved, at reekkefolgen af
vektorer ikke har betydning for udspeendingen. Derfor er Span(vy,vy) = Span(vy, vq). Vi ved
ogsa fra Eksempel 9.1.5, at vektorerne vy, vy er linecert uatheengige. Derfor kan v, ikke skrives
som en linearkombination af v;. Det folger nu af Seetning 9.1.1, at Span(vy, vo) # Span(vy).

Alt i alt kan vi konkludere, at (v1, v2) er en ordnet basis for Span(vy, v, v3).

Fremgangsmaden fra Eksempel 9.2.5 (og Eksempel 9.1.5) giver en god idé om, hvordan man
generelt kan finde en ordnet basis for udspaendingen af vektorer i IF"". I folgende seetning
formulerer vi, hvad man skal gere i det generelle tilfeelde:

Seetning 9.2.1

Lad vektorerne vy, ..., v, i F" veere givet. Antag desuden at den reducerede trappeform af
matricen med sejlerne vy, ..., v, har sine pivotelementer i sgjlerne iy, . .., i;. Da er (vl-l, e,V d) en
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ordnet basis for Span(vy, ..., vy).

Bevis. Lad A veere matricen med sejlerne vy, ..., v, og lad B veere den reducerede trappeform af
A. Pivotelementerne i B vil optraede i forskellige sejler iy, . . ., iz for visse tal iy, . . ., iy, der opfylder
1 <i; <--- <izy < n. Desuden indeholder matricen B ifelge definitionen af reduceret trappeform
kun nuller under reekken med det sidste pivotelement. Da reekkefolgen af vektorer ikke har
betydning for deres udspeending, kan vi ombytte dem, som vi vil.

Lad os derfor ombytte sojlerne i A, sa den i; "te sejle bliver den forste, den i,"te bliver den anden
og sd videre. Vi ender da med en matrix A, hvis forste d sojler er v; ,...,v;, og hvis resterende
sejler er de resterende n — d vektorer blandt v;. Den reducerede trappeform af A, lad os kalde
den B, kan dannes fra B ved at ombytte sejlerne i B pa preecis samme made. Med andre ord har
matricen

A= [vilviz...vid...]

reduceret trappeform

1 0 0 =« % |

0 1 0 0 =* *
B 0 0 1 0 =« *

0 0 0 1 =% *

0 0

[0 ... ... .. 00 ... 0]

Ved at bruge at de homogene lineare ligningssystemer med koefficientmatricer A og B har samme
losninger, kan vi konkludere to ting:

1 De sidste n — d sejler i B kan skrives som linearkombinationer af de forste d sejler i B. Derfor
kan de sidste n — d sojler i A skrives som linearkombinationer af de forste d sgjler i A. Det
betyder, at enhver v; kan skrives som en linearkombination af vektorerne v; , v;,, ..., v;,.

2 De forste d sejler i B er lineeert uafheengige. Derfor er de forste d sejler i A ogsa lineeert
uatheengige. Med andre ord: vektorerne v; , vj,, ..., v;, er linezert uatheengige.

Den forste konklusion er nyttig, da vi saledes kan bruge Seetning 9.1.1 n — d gange og konkludere,
at
Span(vy,...,vy) = Span(v;,...,v;,.. )= Span(vil,...,vid).

Mere praecist geelder den forste lighed, fordi vi kan esendre raekkefglgen af vektorerne uden at
e@ndre deres udspaending, og den anden lighed geelder pa grund af konklusion 1 og Seetning 9.1.1.

Konklusion 2 betyder, at ingen af vektorerne v; ,v;,,...,v; , kan skrives som en linearkombination
af de andre. Derfor ser vi ved brug af Seetning 9.1.1, at hvis man fjerner en vilkarlig vektor blandt
Vi, Viy, -+, Vj,, sa er udspaendingen af de resterende vektorer ikke lig med Span(v;,,...,v;,...).

Fra Definition 9.2.1 kan vi nu konkludere, at (v;, ..., v;,) er en ordnet basis for Span(vy,...,vy).
O
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Det viser sig, at vektorer i en ordnet basis altid er linesert uatheengige. Omvendt danner linezert
uafheengige vektorer en ordnet basis for deres udspeending. Dette kan vises ved hjelp af Seetning
9.2.1, sa vi formulerer det som et korollar.

Korollar 9.2.2

Lad v, ..., v, veere givne vektorer i F". Da er listen af vektorer (v, ...,v,) en ordnet basis for
Span(vy, ..., vy,), hvis og kun hvis vektorerne vy, . .., v, er linezert uatheengige.

Bevis. Antag at vektorerne vy, ..., v, er lineaert atheengige. Da er det muligt at udtrykke én af
dem, lad os sige v;, som en linearkombination af de andre. Det betyder, at det ikke sendrer
udspeendingen at udelade v; fra meengden af udspeendende vektorer vy, ...,v,. Derfor er
(vq,...,vy) ikke en ordnet basis.

Antag i stedet at vektorerne vy, ..., v, er lineeert uafhzengige. Fra Seetning 7.1.3 ved vida, atn x m
matricen A med sejlerne v, ..., v, har rang n. Det betyder, at den reducerede trappeform af A har
pivotelementer i alle n sejler. Det folger nu af Seetning 9.2.1, at (vy,...,vy) er en ordnet basis. [

Eksempel 9.2.6
Betragt, som i Eksempel 9.1.4, udspeendingen af listen af vektorer (v, v2), hvor

o] e 2]

Vi har allerede set, at Span(vy, vp) = R?, og at vektorerne vy, v, er linezert uaftheengige. Derfor
kan vi uden videre konkludere fra Korollar 9.2.2, at (v1,v>) er en ordnet basis for IR?. I slutningen
af Eksempel 9.2.4 bemaerkede vi, at (vy, v1) og den ordnede standardbasis (ej, e;) er ogsa ordnede
baser for R%, men at der findes mange flere. Lad os bestemme nogle af dem.

Lad wj,wy vere to vilkarlige lineeert uafthengige vektorer i R%. Vi viser forst, at
Span(w;, wy) = IR%. Bemaerk at 2 x 2 matricen med sejlerne w; og w; er invertibel, da wy
og wy er lineaert uatheengige (brug Seetning 7.1.3 og Korollar 7.3.5). Derfor har ligningen

[w ][ 2]

en unik lesning for enhver vektor v i R?, nemlig

(]l ]

Det betyder, at for dette valg af ¢ og ¢, geelder c;wy + cowy = v. Altsé er v € Span(wy, wy). Da
v blev valgt vilkérligt, konkluderer vi, at Span(wy, wy) = R2.

Ifelge Korollar 9.2.2 er (wy,w;) derfor en ordnet basis for R? for ethvert par af lineert
uafheengige vektorer wi og wy i R2.

Hyvis vi ser tilbage pa Seetning 6.4.4, bemaerker vi, at losningsmaengden til et homogent system af
linecere ligninger netop blev beskrevet som udspeaendingen af n — p vektorer. Ved brug af Seetning
9.2.1 vil vii det felgende korollar vise, at vektorerne fra Seetning 6.4.4 faktisk danner en ordnet
basis for denne lesningsmaengde.
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Korollar 9.2.3

Lad et homogent system af m lineeere ligninger i n variable over et legeme F veaere givet. Lad A
vaere koefficientmatricen for dette system, og antag, at denne matrix har rang p. De n — p vektorer
V1, ..., Vn—p angivet i Seetning 6.4.4 danner en ordnet basis for losningsmaengden til det homogene
system af lineaere ligninger med koefficientmatrix A.

Bevis. Vi giver kun en skitse af beviset og bruger samme notation for vektorerne c; og matricen A
som i Seetning 6.4.4. Hvis vi ser pa definitionen af v; fra Seetning 6.4.4, bemaerker vi, at v; har et 1
som j-te koefficient, for alle j der opfylder, at c; er den j'te sejle i A. Tilsvarende ser vi, at v; har alle
efterfolgende koefficienter lig med 0, da ¢; kun indeholder nuller efter sin i’te koefficient. Derfor
er matricen med sgjlerne vy, ..., v, —, pa trappeform. Det betyder, at den tilsvarende matrix pa
reduceret trappeform har pivotelementer i hver sgjle. Seetning 9.2.1 siger da, at (vy,...,v,—p) er
en ordnet basis. O

9.3 Nulrum og s@jlerum for en matrix

I dette afsnit undersoger vi to objekter, der er knyttet til en matrix. Det ene kaldes nulrummet
for matricen, det andet kaldes sejlerummet. Lad os begynde med at definere nulrummet for en
matrix.

Definition 9.3.1

Lad FF veere et legeme. Givet en matrix A € [F"*" defineres nulrummet af matricen A, betegnet ved
ker A, som felgende meengde af vektorer:

kerA={veF'|A-v=0}.

Nogle gange er det bekvemt at skrive ker(A) frem for ker A. Hvis vi vil fremheeve hvilket legemet
FF vi arbejder over, skrives kerf A eller kerp(A). Vektorerne i nulrummet af en matrix A er netop
de vektorer, der loser det homogene system af linezere ligninger med koefficientmatrix A. Derfor
beskriver Korollar 9.2.3, hvordan man finder en ordnet basis for nulrummet. Lad os illustrere
dette med et eksempel.

Eksempel 9.3.1
Lad os betragte folgende 3 x 4 matrix A:

1 2 0 3
A=112 1 7
2 4 -1 2

Det er ikke sveert at se, at dens reducerede trappeform er givet ved matricen B, hvor

=]

I
o O =
S O N
S =k O
S = W

Bemeerk at dette er koefficientmatricen for det linecere ligningssystem, vi arbejdede med i Eksempel
6.4.3. Ved at folge fremgangsmdden fra eksemplet, som formelt er beskrevet i Seetning 6.4.4, ser vi,
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at meengden af losninger til det homogene system af lineeere ligninger med koefficientmatrix A
udspeendes af vektorerne

-2 -3
1 o8 0
0 —4
0 1

Seetning 6.4.4 garanterer, at disse vektorer er linezert uatheengige.
Da nulrummet for A ifelge definitionen netop er maengden af losninger til det homogene
system af linezre ligninger med koefficientmatrix A, konkluderer vi, at

=2 =&
ker A = Span L P 0

0 —4

0 1

og at listen

-2 -3
1 0
0 || —4
0 1

er en ordnet basis for ker A.

Bemeerkning 9.3.1

En bemeerkning om terminologi er pd sin plads her. Nogle forfattere foretreekker at bruge
betegnelserne kerne, hojre kerne eller hojre nulrum for det, vi har kaldt nulrummet for en matrix.
Grunden til at ordet “hejre” tilfgjes er, at vi har ganget matricen med en sgjlevektor fra hojre.
Man kunne ogsa have betragtet maengden af reekkevektorer u € IF1*™, der opfylder atu- A = 0.
Denne mengde kaldes det venstre nulrum for A eller nogle gange ogsa den venstre kerne.

Som det neeste definerer vi sgjlerummet for en matrix.

Definition 9.3.2

Lad FF veere et legeme. Givet en matrix A € F"*", defineres sgjlerummet for matricen A, betegnelse
colsp A, som den delmeengde af F"", der udspeendes af sojlerne i A.

Bemeerk, at begrebet sgjlerum pa engelsk kaldes column space. Sejlerummet for en matrix kan
ogsé skrives som colsp(A). Hvis det er hensigtsmeessigt at fremheeve, hvilket legeme vi arbejder
over, skriver vi nogle gange colsppA eller colspy(A). Ved brug af Seetning 9.2.1 kan man finde en
ordnet basis for sgjlerummet for en matrix. Lad os se et eksempel pa, hvordan man ger dette.

Eksempel 9.3.2
Som i Eksempel 9.3.1 betragter vi 3 x 4 matricen A, hvor

1 2 0 3
A=112 1 7
2 4 -1 2

Den reducerede trappeform, givet i Eksempel 9.3.1, har pivotelementer i sgjle et og tre. Derfor
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folger det af Seetning 9.2.1 og definitionen af sojlerummet for en matrix, at

1 2 3 1 2 0 3
colspr 12 1 7 = Spany 1(,12|,| 1 |,|7
2 4 -1 2 1 2] [ 4 =il 2

1] [ o0

= Spany 1], 1

12 ] [ -1

Desuden er en ordnet basis for colsp A givet ved

9.4 Dimensionen af udspaendingen af vektorer

I dette afsnit introducerer vi begrebet dimension af udspeendingen af vektorer i F". For at opbygge
lidt intuition, inden vi giver den formelle definition, underseger vi tilfeeldet, hvor F = R, som
i tidligere eksempler. I Eksempel 9.1.3 betragtede vi udspaendingen af én vektor og senere to
lineeert atheengige vektorer. I det tilfeelde viste Figur 9.2, hvordan udspaendingen sa ud: en linje,
der indeholder den udspaendende vektor samt nulvektoren. Det giver derfor mening at sige, at
udspeendingen i dette tilfeelde er noget endimensionelt. Bemeerk at vi i dette eksempel fandt
en ordnet basis for udspeendingen, som kun indeholdt én vektor. I Eksempel 9.1.4 (henholdsvis
Eksempel 9.1.5) betragtede vi udspeendingen af vektorer i R? (henholdsvis IR?). I begge tilfeelde
lignede udspeendingen et plan, der indeholder de udspaendende vektorer, se Figur 9.4 og 9.3.
Derfor giver det intuitivt mening at sige, at dimensionen af udspeendingen i disse tilfeelde bor
veere to. Bemeerk at vi i disse eksempler fandt en ordnet basis for udspaendingen, som indeholdt
to vektorer. Eksemplerne motiverer folgende definition.

Definition 9.4.1

Lad vy, ..., vy veere vektorer i F", og lad W = Spany (v1,...,vy). Da definerer vi dimensionen af
W, betegnet ved dim W, som antallet af vektorer i en ordnet basis for W.

I stedet for dim W kan man ogsé skrive dim(W). Hvis vi ensker at fremheeve, hvilket legeme vi
arbejder over, skriver vi dimg W eller dimg(W).

Bemeerkning 9.4.1

En meget kritisk leeser kan have to indvendinger mod Definition 9.4.1. Definitionen benytter en
ordnet basis for Span(vy,...,vy,). Den forste indvending er: eksisterer en ordnet basis altid?
Heldigvis ved vi allerede fra Seetning 9.2.1, at det gor den. Faktisk forteeller Seetning 9.2.1 endda,
hvordan man finder en ordnet basis. Den anden indvending er: givet vektorerne vy, ..., v, kan vi
veere sikre pa, at to forskellige ordnede baser for Spany (vq,...,vy) altid indeholder det samme
antal vektorer? Heldigvis er det altid tilfeeldet, sa Definition 9.4.1 giver mening. Vi vil blot tage
dette for givet i resten af kapitlet, men i et senere kapitel kommer vi ind pa, hvorfor det er sandt.
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Eksempel 9.4.1
Lad os vende tilbage til Eksempel 9.2.5. Vi skriver W = Spang, (v1, V2, v3), hvor

1 4 0
v, = ,Vo=| 5 | ogvz= | 3
3 6 6

Vi har set i Eksempel 9.2.5, at (v1, v2) er en ordnet basis for W. Derfor felger det af Definition 9.4.1,
atdimg W = 2.

Lad os nu vende tilbage til nulrummet og sejlerummet for en matrix. Deres dimensioner spiller
en seerlig rolle.

Definition 9.4.2

Lad F vaere et legeme. Givet en matrix A € [F"*" kaldes dimensionen af sgjlerummet for matricen
A for sgjlerangen af A. Dimensionen af nulrummet for A kaldes pa engelsk the nullity of A, men
der findes ikke noget tilsvarende ord péd dansk, sa vi siger blot “dimensionen af nulrummet”. Den
betegnes med null A.

I stedet for null A skrives ogsa null(A). Hvis det er bekvemt at fremhaeve over hvilket legeme F
der arbejdes, kan man skrive nullgA eller nullp(A).

Eksempel 9.4.2
Lad os betragte 3 x 4 matricen A:

1 2 0 3
A=112 1 7
2 4 -1 2

Det er den samme matrix, som vi undersogte i Eksempel 9.3.1 og 9.3.2. I Eksempel 9.3.1 sa vi, at
listen

-2 -3
1 0
0 || -4
0 1

er en ordnet basis for ker A, mens vi i Eksempel 9.3.2 kom frem til, at

1
=1l

er en ordnet basis for colsp A. Det folger at nulrummet af den givne matrix A har dimension 2
mens sejlerangen er 2.

Lad os afslutte dette afsnit med at relatere rangen af en matrix, som defineret i Definition 6.3.3,
til sgjlerangen og dimensionen af nulrummet for en matrix. Rangen af en matrix, som defineret
i Definition 6.3.3, kaldes ogsa reekkerangen af en matrix. Ferst viser vi, at reekkerangen og
sojlerangen af en matrix altid er ens.
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Seetning 9.4.1

Lad FF veere et legeme og A € [F"*" en matrix. Da er reekkerangen og sejlerangen af matricen A
den samme.

Bevis. Reekkerangen af en matrix A er ifelge definitionen lig med antallet af pivotelementer i den
reducerede trappeform af A. Lad os betegne dette antal med p(A). P4 den anden side folger det
af Seetning 9.2.1, at antallet af vektorer i en ordnet basis for sejlerummet af A ogsa er lig med
antallet af pivotelementer. Derfor har sgjlerummet for A ogsé dimension p(A). Da sgjlerangen af
A ifelge definitionen er dimensionen af sgjlerummet for A, kan vi konkludere, at reekkerangen og
sojlerangen af A er den samme. O

Da reekkerangen og sejlerangen af en matrix altid er den samme, taler man normalt blot om rangen
af en matrix. Dette forklarer ogsd, hvorfor vi allerede i Definition 6.3.3 blot brugte betegnelsen
rang. Som det neeste relaterer vi rangen af en matrix til dimensionen af dens nulrum. Den folgende
seetning er kendt som dimensionssatningen.

Saetning 9.4.2
Lad FF veere et legeme og A € F"*" en matrix. Da geelder

0(A) +null(A) =n,

hvor p(A) betegner rangen af matricen A og null(A) dimensionen af nulrummet for A.

Bevis. Ved brug af Korollar 9.2.3 ser vi, at nulrummet for A har en ordnet basis, der indeholder
preecis n — p(A) vektorer. Derfor geelder det at null(A) = dimker(A) = n — p(A). Det folger at
p(A) +null(A) = n. O

I Eksempel 9.4.2 har vi undersegt en 3 x 4 matrix og viste at bdde dens rang samt dimensionen af
dens nulrum er lig med 2. Dette passer fint med Seetning 9.4.2, fordi deres sum skal veere 4 ifolge
denne seetning. Lad os betragte nogle flere eksempler.

Eksempel 9.4.3
I dette eksempel onsker vi at beregne rangen samt dimensionen af nulrummet af matricen A givet

ved
A= 1 0 € R?*2,
0 1/2

For at bestemme kernen af A kan man i princippet folge samme procedure som i Eksempel 9.4.2,
men da vi her har at gore med en kvadratisk matrix, veelger vi en lidt anderledes tilgang og
anvender determinanter.

Forst og fremmest er detA = (—1)-1/2 = —1/2. Specifikt er det A # 0. Derfor medferer
Korollar 8.2.6, at kernen af matricen A kun indeholder nulvektoren, det vil sige ker A = {0}.
Derfor er null(A) = dim{0} = 01 dette eksempel.

Dimensionssetningen (Saetning 9.4.2) medforer sa, at matricen A har rang p(A) =2 -0 = 2.
Vi kunne ogsa have beregnet rangen ved hjeelp af Korollar 8.2.5: da det A # 0, medferer denne
korollar, at de to sejler i A er lineeert uafheengige (man kunne ogsa verificere dette direkte). Derfor
har A sgjlerang to, og sa medferer Setning 9.4.1, at p(A) = 2.
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Eksempel 9.4.4
I dette eksempel ensker vi at beregne rangen samt dimensionen af nulrummet af matricen A givet

ved
A= *1 . 1 € R?*2,

-1

Bemeerk, at det A = 0 denne gang. Derfor er sojlerne i A ikke lineaert uatheengige ifelge Korollar
8.2.5. Faktisk er summen af sgjlerne i A lig nulvektoren, hvilket bekreefter, at de er lineeert
aftheengige. Vi konkluderer, at

o[ 1] 2]} 1)

—1 . . . .
Da vektoren | ikke er nulvektoren, konkluderer vi, at dimensionen af colsp A er

én. Specifikt har vi p(A) = 1 (som i det forrige eksempel benyttede vi Seetning 9.4.1).
Dimensionssatningen medferer, at null(A) = 2 — 1 = 1. Vi kunne ogsa have beregnet null(A)
ved at beregne en ordnet basis for ker A, men at bruge dimensionssaetningen som vi har gjort her,
giver en smutve;j.

9.5 Koordinater med hensyn til en ordnet basis

Lad W C F" veere udspeendingen af en raekke vektorer i F"”, og antag at dimp(W) = d. Lad
desuden en ordnet basis (w1, ..., wy) for W veere givet. Da ved vi, at W = Spanp(wy,..., wy).
Specielt geelder det, at der for enhver vektor w € W findes skalarer ¢y, ..., c; € IF, som opfylder at
W = 1wy + - - - + ¢gwy. Det viser sig, at skalarerne for en given vektor w er entydigt bestemte. I
folgende lemma viser vi, hvorfor dette er tilfeeldet.

Lemma 9.5.1

Lad W veere udspeendt af vektorer i F". Antag at dimp W = d og at (w1, ..., W) er en ordnet basis
for W. Da geelder det, at der for enhver w i W findes entydigt bestemte skalarer cy,...,cs € F,
saledes at w = cywq + - - - 4+ cywy.

Bevis. Da (wy, ..., W) er en ordnet basis for W, har viat W = Spanp(wy, ..., w,). Det betyder, at
enhver given w € W kan skrives som en linearkombination af wy, ..., w,. Dette viser eksistensen
af skalarerne cy,...,c; € F, som opfylder at w = cywy + - - - 4+ cyw,. Som det neeste viser vi
entydigheden af skalarerne.

Antag at der findes skalarer cy,...,c; € Fog¢y,...,¢; € F, som opfylder at

W =CW1+ - +CWg 08 W =CIW]+ -+ CjWy. (9.3)

For at bevise entydighed skal vi vise, at c; = €1, co = €2,...,¢c4 = ;. Ligning (9.3) medferer, at
CIW1 + -+ -+ cyWy = EyWy + - - - + Eywy, og dermed at

(c1—&)wi+ -+ (cg—E;)wy = 0. (9.4)

Vi husker nu, fra Korollar 9.2.2, at vektorerne wi,...,w, er linesert uathengige. Men da
ma alle skalarerne foran vektorerne i Ligning (9.4) veere nul! Dette viser, at c; —¢; = 0,
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cp—8 =0,...,cg —¢; = 0. Det folger at c; = ¢1, cp = &,...,c4 = ¢4, hvilket netop var
det vi skulle vise. O

Med dette lemma pa plads kan vi give felgende definition.

Definition 9.5.1

Lad W C F" veere udspaendingen af en raekke givne vektorer, og lad g = (wy, ..., wy) veere en
ordnet basis for W. Hvis en vektor w € W og skalarer ¢y, ..., c; opfylder at

W = C1W1 + -+ CgWy,

sd definerer vi da

til at vaere koordinatvektoren for w med hensyn til den ordnede basis . Man siger ogsa at [w] per
B-koordinatvektoren eller blot f-koordinater for w.

Det folger af Lemma 9.5.1 at denne definition giver mening for hver w € W, da der for enhver
given w € W eksisterer skalarer cy,...,cs € IF, som opfylder at w = cywy + - - - + cywy, og disse
skalarer er entydigt bestemte. Lad os se pa nogle eksempler.

Eksempel 9.5.1
Som i Eksempel 9.2.1 betragter vi den ordnede standardbasis for IF"*. Med andre ord lader vi
e; betegne den i’te sgjle i m x m identitetsmatricen I, for i = 1,...,m. Da er den ordnede
standardbasis for " givet ved listen (ey,...,ey). For nemhedens skyld betegner vi denne
ordnede basis med e.

For en vektor v € F"", med v = (vy,...,vy), har vi

1 0 0
01 1 .
v=| : | =0 | |4+o2| |+ dom| | =viei +orer+ - +Omen.
. . .
" 0 0 1

Derfor folger det af Definition 9.5.1 at

&

Koordinaterne for en vektor i IF”" med hensyn til den ordnede standardbasis for IF"* er altsa meget
nemme at bestemme. De svarer blot til de “seedvanlige” koordinater, som bruges i [F™.

Eksempel 9.5.2
Lad os betragte tilfeeldet W = R2. Som vi sd i det foregdende eksempel, er koordinaterne for



Kapitel 9 |||| 9.5 KOORDINATER MED HENSYN TIL EN ORDNET BASIS 170

v € R? med hensyn til den ordnede standardbasis nemme at bestemme:

hvor

= (L] 15])

Lad os nu se pa den ordnede basis for R?, som vi fandt i Eksempel 9.2.4. Mere preecist betragter vi
den ordnede basis 3 givet ved listen

(L]

Spergsmal: Hvad er B-koordinaterne for vektoren w = (6, 8)?

Svar: For at finde koordinaterne for w med hensyn til den ordnede basis , skal vi finde ud af,
hvordan w kan skrives som en linearkombination af de to vektorer i den ordnede basis . Med
andre ord skal vi finde ¢1, c; € R, som opfylder at

1

g ||°

6 | c 2

8 1
Dette svarer til at lose ligningen

2 1|[a] [6

13| 8|

Ved at bruge teknikkerne fra de tidligere kapitler kan man vise, at denne ligning har lesningen
(c1,¢2) = (2,2). Derfor har vi _
8 5 2 |

+c2

Vi illustrerer resultatet i Figur 9.5.

T
w
8, |
6, |
4, |
A
2, |
v
0 ! |
| | | |
0 2 4 6

Figur 9.5: B-koordinaterne for w er [ 2 1 :
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Eksempel 9.5.3
Lad os genbesoge Eksempel 9.1.5. Her betragtede vi udspeendingen af vektorerne

1 4 0
V] = , Vo= | 5 | ogvy=| 3
3 6 6

Vi skriver W = Spany, (v1, 2, v3). I Eksempel 9.1.5 sd vi, at W = Spang (vy,v2), og at (vq,vp) er
en ordnet basis for W. I dette eksempel betegner vi denne ordnede basis med f.

I Eksempel 9.1.5 viste vi ogsa, hvordan man kan udtrykke vz som en linearkombination af v{
og vy, se Ligning 9.2. Vi kom frem til, at v3 = 4v; — v,. Derfor kan vi konkludere, at

0
4
s | -|

6 -1
B

Lad os nu betragte to eksempler mere af denne type. Folgende to vektorer i R® er givet:

Spergsmal: Undersgg om vektorerne vy og vs ligger i W. Hvis ja, bestem da deres S-koordinater.
Svar: Da W = Spang (v1, v2), ligger en vektor viR® i W, hvis og kun hvis den kan skrives som en

linearkombination af v og v,. Det vil sige, hvis og kun hvis vi kan finde skalarer c¢1,c; € R, som
opfylder at v = c;v; + cpvy. Hvis vi omskriver ligningen til matrix-vektor-form, svarer det til, at

[v1vs] [ “a 1 =v
2

skal have en losning. Ved at indseette v1 og v, ser vi, at v ligger i W, hvis og kun hvis ligningen

1 4
1
c
3617
har en lesning. Lad os anvende dette pa de givne vektorer v4 og vs.
For v, skal vi undersgge, om ligningen

1 4 2
€1
2 5 =1
2
3 6 0
har en lesning. Denne ligning svarer til et inhomogent system af lineaere ligninger med totalmatrix

1
2
3

N U1
S = N
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Ved at udfere en sekvens af elementeere reekkeoperationer kommer vi frem til, at denne matrix har
felgende reducerede trappeform:

1 0 -2
01 1
0 0 O

Pa samme made som i Eksempel 9.1.5 kan vi konkludere ud fra denne reducerede trappeform, at
—2vq + vy = vy. Det folger at vy € W, og at

Lad os nu betragte vs. Denne gang skal vi undersgge, om det inhomogene system af linezere
ligninger med totalmatrix

1 4 1
2 50
3 6 1

har en lesning. Igen kan man, ved at udfere en sekvens af elementeere reekkeoperationer, finde
den reducerede trappeform. Resultatet er matricen

1 0
0 0
0 1

oS = O

Da denne matrix har et pivotelement i den sidste sojle, har det inhomogene system, vi startede
med, ingen lesning. Vi kan derfor konkludere, at vs ikke kan skrives som en linearkombination af
vektorerne vi og v,. Specielt geelder det, at vs ikke liggeri W.



llll Kapitel 10

Vektorrum

10.1 Definition af og eksempler pa vektorrum

I de foregdende kapitler har vi arbejdet med linearkombinationer af vektorer fra IF”, hvor FF er
et tallegeme (typisk F = RR, eller F = C). Vi har set, at elementer i " kan leegges sammen og
ganges med skalarer, dvs. ganges med elementer fra IF. Det viser sig at vaere en stor fordel at
tage et mere abstrakt synspunkt og beskrive nogle veesentlige egenskaber helt fra start af. Disse
egenskaber opstilles som sdkaldt aksiomer. Dette gjorde vi pa tilsvarende vis, da vi definerede et
legeme. Ogsé dér blev flere egenskaber ved de reelle og komplekse tal opstillet som aksiomer for
et sddant legeme. For vektorer og skalarer kan vi opstille folgende:

Definition 10.1.1

Et vektorrum over et legeme IF er en meengde V af elementer kaldet vektorer med to operationer
defineret, som opfylder otte aksiomer. Den forste operation kaldes addition og betegnes ved
symbolet +. Den tager som input to elementer u, v € V og returnerer en vektor i V skrevet som
u + v. Den anden operation kaldes skalarmultiplikation og kan betegnes ved symbolet -. Den
tager som input et element ¢ € F, i denne sammenheeng typisk kaldet en skalar, og en vektor
u € V og returnerer en vektor i V skrevet som c - u. De otte aksiomer, der skal vere opfyldt, er
folgende:

(i) u+(v+w)=(u+v)+wforalleuv,weV
(iil) u+v=v+uforalleuveV
(iii) Der eksisterer en vektor 0 € V kaldet nulvektoren, séledes at u + 0 = u for alleu € V

(iv) For ethvert u € V eksisterer der et element —u € V kaldet den additivt inverse af u, sdledes
atu+(—u) =0

(v) c-(d-u)=(c-d)-uforalleu € Vogallec,d € F
(vi) 1-u=wuforalleu eV
(vii) c- (u+v)=c-u+c-vforalleuve Vogallec € F

(viii) (c+d)-u=c-u+d-uforalleuc Vogallec,d € F

173
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Bemeerk i punkt 5 med formlen (c - d) - u, at den forste forekomst af symbolet - (altsé i udregningen
c - d) angiver multiplikation i legemet IF, mens den neste - angiver skalarmultiplikation i
vektorrummet V. Tilsvarende i punkt 8 med formlen (¢ +d) -u = c-u+d - u angiver den
forste forekomst af symbolet + addition i IF, mens den neeste + angiver additioni V.

Eksempel 10.1.1

Lad os betragte V = F" sammen med addition og skalarmultiplikation som defineret tidligere i
Ligningerne (7.1) og (7.2). Dette udger et eksempel pé et vektorrum. Vi kan verificere, at vi ganske
rigtigt har at gere med et vektorrum, ved at kontrollere, om de otte aksiomer for vektorrum
fra Definition 10.1.1 er opfyldt. Bemeerk, at fem af dem allerede blev naevnt i Seetning 7.1.1.
Nulvektoren, som er pakreevet af det tredje aksiom, er simpelthen nulvektoren i [F", og den
additivt inverse af en vektor som pakraevet af det fjerde aksiom gives som:

On —Un
Herefter mangler vi kun at vise opfyldelse af kravet i det sjette aksiom, hvilket er nemt gjort, da

01 1- 01 1 (%]
1-] @ | = : =| : | foralle | : | €eF".

Un 1 -0, @y Un

Vi har hermed bekraeftet, at F” er et vektorrum over legemet IF.

Et vektorrum over legemet R kaldes typisk et reelt vektorrum. Pa samme made kaldes et vektorrum
over legemet C typisk et komplekst vektorrum. Vi har i de tidligere kapitler faktisk allerede medt
eksempler pé vektorrum. Lad os gengive et par stykker.

Eksempel 10.1.2

Betragt meengden C af komplekse tal. Hvis vi seetter IF = C og n = 1i Eksempel 10.1.1, konkluderer
vi, at vi kan opfatte C som et vektorrum over sig selv. Vi kan ligeledes ogsa opfatte C som et
vektorrum over de reelle tal R. Som addition + veelger vi blot additionsdefinitionen af komplekse
tal. Da vi kan gange to komplekse tal sammen, kan vi selvfelgelig ogsa gange et reelt tal med
et komplekst tal. Dette giver os den nedvendige skalarmultiplikation. At alle otte aksiomer fra
Definition 10.1.1 er opfyldt, kan udledes fra Seetningerne 4.2.2 og 4.2.3.

Selvom den samme meengde C bruges i begge disse to tilfeelde, gor det en forskel, om man ser
C som et vektorrum over C eller over IR. Senere vil vi forklare, hvad dimensionen af et vektorrum
er. Det viser sig, at dimensionen af C set som vektorrum over C er én, mens dets dimension, nar
det opfattes som vektorrum over R, er to.

Eksempel 10.1.3

Betragt maengden IF"*" af m x n-matricer med elementer i et legeme IF. Vi vaelger matrixaddition
som defineret i Definition 7.2.3 samt skalarmultiplikation som defineret i Ligning (7.7) ved:

all al?’l C.all © o C.aln

Am1 - Amn C-m1 -+ C-lmn
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De forste to punkter i Seetning 7.2.1 angiver, at de forste to vektorrumsaksiomer er opfyldt. Den
m x n-matrix, der kun indeholder nulelementer, fungerer som nulvektor. Alle andre aksiomer kan
kontrolleres pa tilsvarende vis, hvilket vi overlader til leeseren.

Eksempel 10.1.4

Betragt meengden C[Z] af polynomier i variablen Z med koefficienter i C som defineret i Definition
5.1.1. Pa denne meengde har vi som addition + den seedvanlige addition af polynomier. Vi kan
gange to polynomier sammen, hvorfor vi selvfelgelig ogsa kan gange et konstant polynomium
med et andet polynomium. Dette giver os en skalarmultiplikation pa C[Z]. Vi vil ikke gore det
her, men man kan vise, at alle otte aksiomer fra Definition 10.1.1 er opfyldt. Séledes er C[Z] et
vektorrum over C.

Eksempel 10.1.5

Betragt meengden F af alle funktioner med definitionsmeengden R og dispositionsmeengden
R. Hvis f : R =+ R ogr € R er givet, kan man definere funktionen - f : R — R som
(r-f)(a) = r- f(a) for alle 2 € R. Dette definerer skalarmultiplikation pa F. Addition pa F
defineres pa en tilsvarende made: hvis f : R — R og ¢ : R — R er givet, defineres funktionen
(f+g):R— Rsom (f+g)(a) = f(a) + g(a) for alle a € R. Man kan verificere, at dette giver F
strukturen af et vektorrum over R. Som nulvektor veelger man nulfunktionen: 0 : R — IR, der
opfylder a — 0O for allea € R.

I alle de ovenfor neevnte eksempler geaelder der, at produktet af skalaren 0 med en hvilken som
helst vektor er lig med nulvektoren 0. Dog siger ingen af de otte vektorrumsaksiomer, at 0 - u = 0
for alle u € V. Heldigvis er de otte vektorrumsaksiomer velvalgte: man kan udlede en del fra
dem, for eksempel at formlen 0 - u = 0 faktisk er sand for ethvert vektorrum. Vi beviser dette
samt en anden intuitiv formel i folgende lemma:

Lemma 10.1.1
Lad V veere et vektorrum. Da geelder der, at

O-u=0foralleueV, (10.1)

0g
(1) -u= —uforalleueV. (10.2)

Bevis. Ved at bruge, at 0 = 0 + 0 og vektorrumsaksiom otte, far vi, at 0-u = (04 0) -u =
0-u+0-u. Ved atlaegge — (0 - u) til pa begge sider og benytte vektorrumsaksiomerne fire, et og
tre, far vi

0 = 0-u+(—(0-u))
= (0-u+0-u)+(—(0-u))
= 0-u+(0-u+(—(0-u)))
= 0-u+0
= 0-u
Dette viser den forste del. Den anden del folger tilsvarende. Da 0 = (1 + (—1)), far vi, at

0O-u= (1+(-1))-u =1-u+(—1)-u. Venstre side af denne ligning er lig med 0 ifelge
den forste del af dette lemma. Benyttes dette sammen med vektorrumsaksiom seks, har vi, at
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0 = u+ (—1) - u. Man kan vise at en vektor u har en entydig additiv inverse, men det overlades
til leeseren at overveje preecist hvorfor. Bruges dette faktum, fas at (—1) - u = —u. O

10.2 Basis og ordnet basis for et vektorrum

Meget lig det vi gjorde i Afsnit 7.1 med vektorer i [F#, kan man tale om en linearkombination af
vektorer i rammerne af generelle vektorrum. Givet et vektorrum V over et legeme FF, vektorer
Vi,...,Vy € Vogskalarercy,...,c, € F, sd kaldes et udtryk af formen

C1'V1+“‘+Cn'Vn

en linearkombination af vektorerne vy, . . ., v,;. Tit udelades multiplikationsymbolet og skriver man
bare c;vy + - - - + ¢, vy, for sddanne linearkombinationer. Ogsa begrebet lineeer (u)aftheengighed af
en endelig sekvens af vektorer fra Definition 7.1.1 generaliseres nemt til generelle vektorrum:

Definition 10.2.1
Lad V veere et vektorrum over et legeme FF. En sekvens af vektorer vy, ..., v, € V kaldes lineart
uafheengig, hvis og kun hvis ligningen ¢1vy + - -+ 4+ ¢, v, = 0med ¢y, ..., ¢, € F kun er sand for
cg=:-=¢,=0.

Hvis sekvensen af vektorer vy, ..., v, € V ikke er linecert uatheengig, siges den at veere lineeert

afhengig.

Grundleggende er den eneste forskel fra Definition 7.1.1, at [F™ her er blevet erstattet med V.
Ogsé i rammerne af generelle vektorrum er det almindeligt blot at sige, at vektorerne vy, ..., v, er
linecert (u)atheengige snarere end at sige, at sekvensen af vektorer v, . .., v, er lineaert (u)afheengig.

Der opstar dog én komplikation vedrerende lineser uafheengighed af vektorer i generelle
vektorrum. I Definition 10.2.1 betragtede vi kun endeligt mange vektorer. Det viser sig, at vi
nogle gange gerne vil kunne sige, at vektorerne fra en muligvis uendelig meengde er linezert
uafheengige. Folgende definition vil tillade os at gore dette.

Definition 10.2.2

Lad V veere et vektorrum over et legeme IF. Vektorerne i en meaengde S af vektorer kaldes lineaert
uafheengige, hvis og kun hvis enhver endelig sekvens af forskellige vektorer vy, ..., v, fra S er en
linecert uatheengig sekvens af vektorer.

Hvis vektorerne i S ikke er linecert uatheengige, siges de at veere lineaert afhaengige.

Grundleeggende siger Definition 10.2.2, at selvom antallet af vektorer i en maengde S kan veere
uendeligt, sa betragter vi kun endeligt mange af dem ad gangen, ndr vi vil afgere, om de er lineaert
uafheengige. Ofte vil vi kun arbejde med endelige sekvenser af vektorer, hvor Definition 10.2.1
kan anvendes.

I Eksemplerne 7.1.2 og 7.1.3 har vi allerede givet eksempler pa linezert atheengige og lineeert
uafhaengige vektorer i vektorrummet R?. Lad os se pa nogle flere eksempler.

Eksempel 10.2.1

I Eksempel 10.1.2 opfattede vi C som et vektorrum over R. I dette eksempel ser vi neermere pa
linecert afhaengige og uatheengige elementer herfra. Lad os som det forste betragte elementerne 1
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og i. For at afgere om disse er linezert uaftheengige, betragter vi ligningen cq - 1+ ¢y - i = 0, hvor
c1,c2 € R. Vi tillader kun, at c; og c2 kan antage reelle veerdier, da vi i dette eksempel opfatter
C som et vektorrum over legemet R. Derfor har vi i Definition 10.2.1 V = C og F = IR, hvorfor
skalarerne skal komme fra RR.

Fortseetter vi med ligningen ¢; -1 +c2-i = 0, hvor ¢1,¢; € R, ser vi, at det komplekse tal
c1 -1+ ¢y i er pa rektanguleer form. Da to komplekse tal er ens, hvis og kun hvis de har samme
realdel og imagineerdel, medforer ligningen c; -1+ ¢, -i =0, at c; = 0, og ¢ = 0. Vi konkluderer,
at de komplekse tal 1 og i er linezert uatheengige over IR.

P& samme médde kan man vise, at de komplekse tal 2 og 1 + i er linecert uatheengige. Vi
betragter her ligningen ¢ -2+ ¢ - (1+17) = 0 for ¢1,c; € R. Sammenligninger vi realdelene
og imagineerdelene som for, medferer dette, at 2c; + cp = 0, og ¢, = 0, hvoraf det folger, at
c1=cp=0.

Lad os som et sidste eksempel betragte en sekvens af tre komplekse tal, for eksempel 2, 1 + i
og2+3i.Da—(1/2)-2+3-(1+4i)+(—1)-(2+3i) =0, ser vi, at de tre komplekse tal 2, 1 + i
og 2 + 3i er linezert afthaengige over R.

Eksempel 10.2.2

I Eksempel 10.1.3 opfattede vi meengden af matricer F""*" som et vektorrum over IF. For ethvert
talpar (i, /), der opfylder 1 < i < mog1 < j < n, definerer vi matricen E("/) € F"*" som
den matrix, der har nulelementer overalt undtagen pa position (i, j), hvor den har et ettal. For
eksempel har vi med m = n = 2 folgende:

EOD _ 1 0 ,E(l’z): 0 1 ,E(z’l): 0 0 OgE(2’2)= 00 .
0 0 0 0 10 0 1

Med m = n = 2 har vi, at matricerne E('1), E(12) E(21) E(22) ¢r lineeert uafheengige over F. Der
geelder nemlig for alle ¢y, ¢, c3,¢c4 € F, at

c1 - EAD 4 o E(2) 4 o5 . E@D 4 ¢, . E?2) = [ 2 ] .
C3 (4

Derfor medferer ¢ - EMY 4 ¢, EA2) 4 cs - E2Y) 4+ Cy - E22) =0, at c1=cy=c3=c4=0.

For generelle veerdier af 7 og n kan man tilsvarende vise, at m x n-matricerne gLy . Elmn)
er lineeert uatheengige over FF.

For m = n = 2 er et eksempel pa en sekvens af lineert aftheengige matricer folgende:

-1 0 1 1 5 4
’ 0og ’
I
1. -1 0 4. 1 1 5 4 _ 0 0 .
2 4 11 20 0 0
Eksempel 10.2.3

Betragt det komplekse vektorrum C[Z] fra Eksempel 10.1.4. Husk p&, at to polynomier,
p1(Z) = ap+aZ+ ---+a,Z" af grad n og p2(Z) = bo+ b Z+ --- + by, Z™ af grad m, er
ens, hvis og kun hvis n = m, og a; = b; for alle i. Dette medferer seerligt, at et polynomium
p(Z) =co+c1Z+ - -+ c, Z" er lig med nulpolynomiet, hvis og kun hvis ¢; = 0 for alle i. Dette

da
_I._
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viser, at maengden {1, Z, VA } er en maengde af linecert uafthaengige polynomier over C.

Alle disse eksempler viser, at begrebet lineaer uatheengighed overferes fint til den generelle ramme
af vektorrum. Med dette pa plads overfores et andet begreb til den generelle ramme af vektorrum,
nemlig udspandingen af vektorer.

Definition 10.2.3

Lad V veere et vektorrum over IF og S en meengde af vektorer fra V. Da betegner udspandingen
af S, betegnet Span(S), meengden af alle de mulige linearkombinationer af vektorer fra S. Hvis
S = {vy,...,vn}, geelder der specifikt, at

Span(S) = {civi+---+cuvn | €1,...,cn € F}
og skrives ogsa Span(vy, ..., v,) for Span(S).

Bemeerk, at begrebet udspeending pa engelsk kaldes span, hvilket forklarer betegnelsen i
definitionen. Begrebet er en udvidelse af Definition 9.1.1 til generelle vektorrum. Hvis
W = Span(S), siger man, at vektorerne i S udspeender W, eller omvendt at W er udspeendt
af vektorernei S.

Eksempel 10.2.4

Lad os betragte det reelle vektorrum IR>*? bestaende af to kryds to matricer med reelle indgange.
dette vektorrum betragtes udspaendingen af fire matricer Aq, Ay, Az og Ay, hvor

1 0 Ay = 0 1 As = 1 0 A= 0 1 _
0 -1 -1 0 -1 0 0 -1

For at holde ting overskueligt, vil W sta for Span(A1, Ay, A3, Ay). Sa geelder

A=

W = {C1A1 4+ cp Ay + c3A3 + 4 Ay | €1,C2,C3,C4 € ]R}
1 0 0 1 1 0 0 1
= c @ 4 c 4+ ¢ c1,C2,C3,c4 € R
{1 0 -1 2 1 0] 3[_10 40_1]1234 }
= {[ ctes 2+ |C1,C2,C3,C4€]R}. (10.3)
—Cy) —C3 —C1—C4

Det er muligt at simplificere denne beskrivelse lidt. Det viser sig at matricerne Aq, Ay, A3 og Ay er
linecert athaengige. Hvordan det kan afgeres forklares senere i afsnittet og for nu observeres blot at

1 1
-1 -1 |
Derfor geelder A; + Ay = Az + A4, som er aekvivalent med A; + Ay — A3 — Ay = 0, hvor 0

angiver her den to kryds to nulmatricen. Dette viser at matricerne A1, Ay, A3 og Ay er lineeert
aftheengige. Ydermere kan man skrive Ay = A + Ay — A3, som medforer at

1 1

A+ A, =
1 2 1 -1

] og Az+As=

c1A1] + Ay +c3A3 +c4Ay = A1+ Ay +c3A3+ C4(A1 + Ay — A3)
= (c1+cg)Ar+ (2 +ca)Ar+ (c3 —cy)Az.

Dette medferer at enhver linearkombination af de fire matricer A1, Ay, A3 and A4 ogsa kan skrives
som en linearkombination af de tre matricer A;, A, and Az. Med andre ord:

W = Span(A1, Ay, A3, Ay) = Span(A1, A, A3).
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Men i sa fald fas

W = Span(Al, Az, A3)
{d1A1 +drA; +d3A3 | dy,dy,d3 € R}

a4 1 0 0 1
0 -1 -
= diinds 2 | dy,do,d3 € R .
—dy —dz —d;
Denne beskrivelse af W er lidt enklere end den tidligere beskrivelse givet i Ligning (10.3), fordi vi
kun har tre parametre dy, d», d3, hvorimod der var fire i Ligning (10.3). Vi kunne have brugt andre

symboler for disse parametre, ogsa cy, c2, c3, men for at undga forvirring med Ligning (10.3) har
vibrugt dy,dp, d3 i stedet for.

+dp + dj

1 0
dy,dy, d3 € R
1 0‘||123 }

Med dette pa plads er vi ndet til to seerdeles vigtige begreber i teorien om vektorrum: basis og
ordnet basis.

Definition 10.2.4

Lad V veere et vektorrum over et legeme F. En meengde S af vektorer i V kaldes en basis for V,
hvis felgende to betingelser er opfyldt:

(i) Vektorernei S er lineeert uatheengige.
(ii) Enhver vektor v € V kan skrives som en linearkombination af vektorerne i S.

En ordnet basis for V er en liste (vq, vy, ... ) af vektorer i V, saledes at maengden {vy, vy, ... } udger
en basis for V.

Det viser sig, at ethvert vektorrum har en basis, og vi vil frit anvende dette faktum. En leeser,
der har tid og lyst til lidt ekstra materiale om dette, henvises til Afsnit 10.5, men dette er ikke
obligatorisk leesning. Hvis et vektorrum har en endelig basis, det vil sige, hvis maengden
S, der indeholder basisvektorerne, er endelig, kan vi nummerere elementerne i S og skrive
S={vy,...,vy}. Daer (vy,...,vy,) en endelig, ordnet basis for V. Derfor har ethvert vektorrum
med en endelig basis ogsa en ordnet basis.

I Eksempel 9.2.1 introducerede vi for ethvert positive heltal m vektorerne ey, . .., e;;: de er sgjlerne
i identitetsmatricen I, € IF™*™ fori = 1,...,n. Med andre ord: vektoren e; har 1 som sin
i'te koordinat og nul alle andre steder. Disse vektorer udger en ordnet basis (e, ..., ey) for
vektorrummet [F”, kaldet den ordnede standardbasis. Lad os for fuldsteendighedens skyld vise, at
de udger en ordnet basis. Samtidigt gives sdledes et forste eksempel pa en ordnet basis:

Proposition 10.2.1
Listen af vektorerne (e, ey, ..., ;) er en ordnet basis for vektorrummet F" over IF.

Bevis. Ifelge Definition 10.2.4 skal vi kontrollere to ting:

(i) Vektorerne ey, ey, ..., ey er lineert uathengige.

(i) Enhver vektor i F" kan skrives som en linearkombination af eq, ey, ..., e,.
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Det forste punkt folger fra observationen af, at
a1
Cl.e1+cz.e2+...+cm.em:
Cm

Dette betyder, at hvis en linearkombination er lig med nulvektoren i [F", si er alle skalarer
c1,...,cm nul. Det andet punkt felger, da vi, hvis v = (vy,...,v,) € F" er givet, har

01

<
|

=Uv1-e1+0Uy €+ -+ Uy ey

Om

Bemeerkning 10.2.1

I tilfeeldet at udspeendinger af vektorer i F”* har vi nu givet to definitioner af en ordnet basis: én i
Definition 9.2.1 og én i Definition 10.2.4. Vi vil se senere at de to definitioner er aekvivalente nér vi
arbejder med udspeendinger af vektorer i F" (se Bemeerkning 10.4.1).

Vi vil nu udvide Lemma 9.5.1 til generelle vektorrum.

Lemma 10.2.2

Lad V veere et vektorrum over et legeme FF, der har en endelig, ordnet basis (vy, ..., V). Da kan
enhver vektor v € V pa preecis én made skrives som en linearkombination af basisvektorerne.

Bevis. Det andet punkt i Definition 10.2.4 garanterer, at enhver vektor v € V kan skrives som en
linearkombination af basisvektorerne, altsd v = ¢ - vy + -+ + ¢y - Vi for visse cq,...,¢, €
F. Hvad vi skal vise, er, at dette er den eneste made, hvorpa man kan skrive v som en
linearkombination af basisvektorerne vi,...,v,. Antag derfor, at v = dy - vy + - +dpy - vy
forvissedsy,...,d, € F. Vionsker at vise, at c;y = dy, ..., = dy. Forst og fremmest har vi

1 vit -t Vg =v=dy v+ +dy vy

Derfor er
Cl'V1+"'+Cm'Vm—(dl'V1+"'+dm'Vm)=0,

hvilket igen medferer, at
(Cl —dl)'V1+"'+(Cm—dm) v = 0.

Men da vektorerne vy, . .., vy, er lineeert uatheengige (dette folger af forste del af Definition 10.2.4),
serviatcy —dy =0,...,¢;y —dyy = 0. Mensderc; =dy,...,cn = dy, hvilket var det, vi enskede
at vise. 0

Hvor Lemma 9.5.1 motiverede for Definition 9.5.1, sa motiverer Lemma 10.2.2 for felgende
definition:
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Definition 10.2.5

Lad V veere et vektorrum over et legeme F, der har en endelig, ordnet basis = (vy, ..., vy ). Hvis
viforv € V har
V=0C1V]+ -+ CnVin,

sd definerer vi
C1

V= @ | €F"
Cm

som koordinatvektoren for v . med hensyn til den ordnede basis 8. Man siger ogsd, at [v]g er
B-koordinatvektoren eller blot B-koordinaterne for v.

Funktionen, der sender en vektor fra V til dens p-koordinatvektor, har flere gode egenskaber.
Seerligt vil de folgende to vise sig nyttige senere hen.

Lemma 10.2.3
Lad V veere et vektorrum over et legeme IF, der har en endelig, ordnet basis . Da geelder der, at:

[u+v]g = [u]g+ [v]g foralleu,veV

0g
[c-v]g=c-[v]gforallecc FogveV.

Bevis. Vibeviser kun den forste del og overlader beviset for den anden del til leeseren. Lad os sige,
at den ordnede basis f§ er givet ved listen af vektorer (vy,...,vy). Hvisu =c¢1 - vy + -+ Cp - Vi,
ogv=dy-vi+--+dy-vysderu+v=(c;+dy) vi+---+ (cm +dm) - Vi Derfor har vi, at

c1+dp C1 dq
[u+v]g = : =1 [+ ] ¢ | =gtV
Cn +dm Cm dy

Nu vil vi benytte dette lemma til at bevise et seetning om lineeer uafheengighed af vektorer.

Seetning 10.2.4

Lad V veere et vektorrum over et legeme [F, der har en endelig, ordnet basis  bestaende af m
vektorer. Antag, at viharuy,...,uy € Vogecy,...,c; € F. Da geelder der, at:

cr-up+---+cp-up=0iV, hvis og kun hvis ¢y - [ug]g + - + ¢/ - [uglg = 0i F™.

Seerligt er vektorerne uj,...,u; i V lineeert uafheengige, hvis og kun hvis vektorerne
[ui]g, ..., [ug]p i F" er linecert uatheengige.

Bevis. En vektor vi V er nulvektoreni V, hvis og kun hvis dens -koordinatvektor er nulvektoren
i F". Derfor geelder c; - uj + - -+ ¢, -uy = 0, hvis og kun hvis [c; -u; + -+ + ¢, uglg = 0. 1
venstre ligning er 0 nulvektoren i V, mens den betegner nulvektoren i IF"" i den hgjre ligning.
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Ved at anvende Lemma 10.2.3 gentagne gange kan vi ogsa udlede, at [c1 - uy + -+ + ¢/ - uylg =
c1-[ui]g+ -+ +cp- [ug]p. Dermed folger den ferste del af seetningen. Den anden del felger direkte
fra den forste del. O

Denne seetning reducerer essentielt set spergsmalet om linezer (u)atheengighed af vektoreri V
til et spergsmal om linezer (u)athaengighed af vektorer i IF". Til arbejde med IF" har vi allerede
teknikker til radighed, iseer Seetning 7.1.3.

Lad os fortseette med nogle eksempler pa ordnede baser for vektorrum.

Eksempel 10.2.5

Vi fortseetter fra Eksemplerne 10.1.2 og 10.2.1, hvorfra vi ved, at de komplekse tal 1 og i er linezert
uafheengige over R. De udger faktisk en ordnet basis (1, 1), som vi betegner ved B, da ethvert
komplekst tal er en linearkombination af 1 og i over de reelle tal. Mere specifikt har vi for ethvert
a,beR,ata+bi=a-1+b-i. Derforharvifora,bec R, at

W+MM::[Z]GR?

Dermed er [a + bi]g lig med de rektanguleere koordinater for det komplekse tal a + bi.

Der er mange flere mulige baser (og dermed ordnede baser) for C, ndr den betragtes som et
vektorrum over R. For eksempel er (2,1 + i) en mulig ordnet basis. Vi har nemlig allerede vist i
Eksempel 10.2.1, at de komplekse tal 2 og 1 + i er lineeert uatheengige over R. Derfor kan ethvert
komplekst tal skrives som en linearkombination med koefficienter i IR af 2 og 1 + i. For at indse
dette kan vi verificere, at ligningen a + bi = ¢1 - 2+ ¢, - (1 + i) for et givet komplekst tal a + bi,
hvor a,b € R, har en lesning c1,c; € R. En sammenligning af realdelene og imagineerdelene
viser, at a = 2c1 + ¢, 0g b = cy. Derfor har vi som lesning ¢ = bogc; = (a —c2)/2 = (a—b)/2.
Betegnes den ordnede basis (2,1 + i) ved 1, har vi

M+My—[0“fV2]€R?

Eksempel 10.2.6
Vi fortseetter her fra Eksemplerne 10.1.3 og 10.2.2 og finder en ordnet basis  for vektorrummet

IF"*" over IF. En sidan ordnet basis er (E(1, ..., E(™") Vi har allerede set, at matricerne

EAD, .. E(m") er linesert uafheengige, og at enhver matrix A = (ﬂij)lgigm;l <j<n kan skrives som

en linearkombination af dem, nemlig som A = Y/ ; 2}1:1 al-]-E(i'j ).
Specifikt for m = n = 2 udger matricerne E1V), E12), E21) E(22) en ordnet basis f =

(D), g(12) E21) E22)), og vi har
a1
a1 412 _ | %12
i 022 |g a21

az

Eksempel 10.2.7
I dette eksempel ser vi igen pa det komplekse vektorrum C[Z] fra Eksemplerne 10.1.4 og 10.2.3. Fra
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disse eksempler ved vi allerede, at meengden {1, Z, 72 ... } er en meaengde af linezert uatheengige
polynomer over C. Ifolge definitionen af polynomer er ethvert polynomium en linearkombination
over C af et endeligt antal elementer fra denne maengde. Derfor er meengden {1,Z, 72, ... } faktisk
en basis for det komplekse vektorrum C|[Z]. Dette er et eksempel pa et vektorrum, der har en
basis som indeholder uendelig mange vektorer.

Det viser sig, at antallet af vektorer i en (ordnet) basis for et givet vektorrum V over et legeme IF
altid er det samme. Senere i dette afsnit vil vi bevise dette i seertilfaeldet, hvor antallet af vektorer
i en basis er endeligt. Generelt kaldes antallet af elementer i en basis for V for dimensionen af
vektorrummet V. Almindelig notation for dimensionen af et vektorrum V er: dim(V) eller blot
dim V. Hvis man ensker at preecisere, over hvilket legeme [F vektorrummet er defineret, skriver
man dimp (V) eller dimp V. Hvis antallet af vektorer i en basis er endeligt, siges V at have en
endelig dimension, og ellers siges V at have en uendelig dimension, hvilket ogsa kan udtrykkes
som: dim V = co.

Eksempel 10.2.8

Lad os udregne dimensionerne af forskellige eksempler pd vektorrum, som vi har medt indtil
nu. Ferst og fremmest ses fra Eksempel 9.2.4, at dimg (R?) = 2. Bruges Proposition 10.2.1, sd ses
mere generelt at dimp (IF™) = m, da en ordnet basis for [F" er givet ved listen af de m vektorer
(el,. o .,em).

Et seertilfeelde af ovenstdende er, nar C betragtes som et vektorrum over sig selv. Da har det
dimension én: dim¢(C) = 1 (en mulig basis kan dannes af det komplekse tal 1). Men hvis C
betragtes som et vektorrum over R, er en basis givet ved {1,i}, som vi har set i Eksempel 10.2.5.
Derfor er dimp (C) = 2.

Vektorrummet af m x n-matricer F”*" har en basis bestdende af de mn matricer E() for
1<i<mogl<j<mn,somviharsetiEksempel 10.2.6. Derfor er dimp (F"*") = mn.

Vi har set i Eksempel 10.2.3, at det komplekse vektorrum C[Z] har en basis med uendeligt
mange elementer, nemlig {1, Z, Z?,... }. Derfor er dim¢ (C[Z]) = 0.

I resten af afsnittet formuleres og vises flere egenskaber af baser for vektorum. Indholdet af
Seetning 10.2.5, Korollar 10.2.6 og Seetning 10.2.7 er nedvendige senere i teksten, men deres beviser
kan springes over ved en forste gennemgang.

Saetning 10.2.5

Hvis V har en endelig basis bestdende af n vektorer, sd indeholder enhver anden meengde af
lineeert uatheengige vektorer i V hejst n vektorer.

Bevis. Lad os betegne basisvektorerne ved vy, ..., v, og den resulterende ordnede basis ved f. Vi
vil bevise seetningen med et modstridsbevis. Antag derfor, at der findes en maengde med mindst
n + 1 lineeert uaftheengige vektorer, som vi kalder wy, ..., w,11. Da B er en ordnet basis, findes
der skalarer ajj € F, sdledes at

w; =ayvi+-+agvpforj=1,...,n+1

Lad nu A = (a;;) € F" (1+1) yaere matricen med elementer a;j. Bemeerk, at den j'te sejle i A er lig
med [w;]. Da A har n reekker, er dens rang p(A) hejst n. Da A har 1 + 1 sejler, betyder dette, at
p(A) < n+ 1. Séledes ser vi ifelge Korollar 6.4.5, at det homogene system med koefficientmatrix A
har lesninger, der ikke er nullesningen. Lad (cy,...,c,+1) € F "+1 yaere en sddan losning forskellig
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fra nullesningen. Da har vi

a1 a1 n+1 1 0
cq - _|_..._|_Cn+1. =A. =
an1 Ann+1 Cn+1 0

Husk nu, at den j'te sejle i A er lig med [w;]g. Dette betyder, at vi har c; - [wy]g + -+ +
Citl - [Way1lp = 0. Da det folger fra Lemma 10.2.3, at [c1 - Wy + - + Cpy1 - Woy1lp =
c1 - [wi]g+ -+ cpy1 - [Wny1]p, kan vi konkludere, at [c1 - Wy + - - + ¢y 1 - Wy 1] = 0. Derfor
ercy-wy+ -+ cy1-wye1 = 0. Da (cq,...,0,41) ikke var nulvektoren, konkluderer vi, at
vektorerne wi, ..., w, 1 ikke er lineeert uaftheengige alligevel. Denne modstrid viser, at antagelsen
om, at der findes en meengde med mindst n + 1 linezert uafhaengige vektorer, var forkert. Derfor
er seetningen sand. O

Korollar 10.2.6

Hvis V har en endelig basis bestdende af n vektorer, indeholder enhver anden basis for V ogsa
preecis n vektorer.

Bevis. Lad S veere en basis for V bestdende af n vektorer og T en hvilken som helst anden basis.
Da vektorerne i T er lineeert uatheengige, medforer Seetning 10.2.5, at antallet af vektorer i T hojst
er n. Lad os betegne ved m antallet af vektorer i T. Hvad vi lige har vist, er, at m < n. Nu anvender
vi Seetning 10.2.5 igen, hvor vi denne gang antager T som basis, og vi konkluderer, at antallet
af elementer i S er hejst m, det vil sige: n < m. Ved at kombinere ulighederne m < nogn < m,
konkluderer vi, at n = m, hvilket er det, vi gnskede at vise. O

Dette korollar retfeerdiggor definitionen af dimensionen af et vektorrum V som antallet af
basisvektorer i det endeligdimensionelle tilfeelde: uanset hvilken basis for V du veelger, vil
den indeholde nejagtig det samme antal vektorer. Som neevnt tidligere vil selve basisvektorer
typisk veere forskellige pa tveers af forskellige baser eller ordnede baser. Faktisk kan vi for
endeligdimensionelle vektorrum karakterisere alle de mulige ordnede baser séledes:

Saetning 10.2.7

Lad V veere et vektorrum over et legeme F med dimension n. Da er enhver liste af n lineeert
uafhengige vektorer i V en ordnet basis for V.

Bevis. Lad os betegne vektorerne i en ordnet basis B for V ved vy, ..., v,. Lad wy, ..., w;, veere
n linesert uatheengige vektorer i V. For at vise, at disse udger en ordnet basis, skal vi kun
kontrollere punkt 2 i Definition 10.2.4. Det vil sige, vi skal vise, at enhver v € V kan skrives som
en linearkombination af wy, ..., wy,. Da  er en ordnet basis, kan vi finde skalarer 4;; € IF, séledes
at

Wi =aj Vi +~~'—0—anj~vnforj: 1,...,n,

eller eekvivalent ved brug af summationssymbolet:

n
w]':Za,«j'viforjzl,...,n. (10.4)
i=1
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Lad nu A = (a;;) € F"*" veere matricen med elementer a;;. Bemaerk ligesom i beviset af Seetning
10.2.5, at den j'te sejle i A er lig med [w;]z. Vi haevder, at disse sgjler er linezert uathaengige
vektorer i IF”. For at indse at dette er sandt, antager vi, at c; - [w1]g + ¢, - [Wy]g = 0 for nogle
c1,...,cn € F.Daer[c;-wi+ - +cp -wn]ﬁ; = 0, hvilket medferer, atc; -wy +---+ ¢, -wy, = 0.
Da vektorerne wy, ..., Wy er lineaert uaftheengige, konkluderer vi, atc; =0,..., ¢, = 0, hvilket er
det, vi onskede at vise for at bevise vores pastand. Nu benytter vi Seetning 7.1.3 og Korollar 7.3.5
for at konkludere, at matricen A har en invers matrix A1

Lad os nu fortsaette med det, vi ensker at vise: at v € V kan skrives som en linearkombination
af wq, ..., wy. Da v er en linearkombination af basisvektorerne vy, ..., v, er det tilstraekkeligt at
vise, at hver af basisvektorerne selv kan skrives som en linearkombination af wy, ..., w;. Lad os
skrive A~ = (cij)1<i<mi<j<n- Viheaevder, at:

vi=c1j-Wi+- o tepiwpforj=1,...,n

Zkvivalent ved brug af summationssymbolet heevder vi, at:
n
V]' = kzlck]wwkfork: 1,...,11

For at vise denne péstand anvender vi forst Ligning (10.4) til at se, at:

o ()

ik " Vi

1=
o)
é‘

n
Y oW =
k=1

w
Il
—_
Il
—

Il Il
= T01= T
F’J: 'tﬁ’J:

Ajk * Ckj Vi

>\N
Il
—_
Il
—

Ajk * Ckj Vi

n
Z ik ij) " Vi.

I
™=
M:

I
—
-
Il
MR

I
M:

Il
_

Bemeerk her, at udtrykket Y a; - ¢xj er det (i,j)’te element i matrixproduktet A - A~l. Da
A-A"! =1, har vi Yo ik - cj = 1, hvisi = j, og ellers Yo i ckj = 0. Derfor kan vi
konkludere, at )/, ckj - Wi = vj, hvilket er det, vi enskede at vise. O

10.3 Basisskiftematricer

Hvis man betragter et endeligt dimensionalt vektorrum V over et legeme IF, sa kan man i princippet
veelge mange forskellige ordnede baser for V. Hvis dimg (V) = n, sa siger Seetning 10.2.7 at enhver
liste af n linezert uathaengige vektorer i V er en ordnet basis. Hvis vi har valgt to ordnede baser for
V, lad os skrive B og 1, sa fas for hver vektor v € V to set af koordinater: dens B-koordinater [v]g
samt dens y-koordinater [v],. I dette afsnit forklares hvordan man beregner vs y-koordinater fra
dens B-koordinater.
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Saetning 10.3.1

Lad V veere et n-dimensionalt vektorrum over et legeme FF. Givet to ordnede baser f = (v1,...,Vy)
ogy = (wy,...,wy) for V. Lad Mg = [[v1]y ... [v4],] betegne n kryds n matricen hvis j-te sejle
seettes til [v;],. Da geelder for alle v € V at

Mg - [v]g = [V]y-

Bevis. Givetv € V, sd findes skalarer cq,...,c, € IFsadledesatv =cyvy + - - + ¢, vy, fordi B er en
ordnet basis for V. Per definition af -koordinater, geelder

1
Vlg=| :
Cn
Nu fés at
Mg [vlg = [[vily - [valy] - [V]p
€1
= [ly - [valy] :
Cn
= alvily +- - +enlvaly
= [avily +- -+ [envaly
= [ClVl +-- Cnvn]'y
= [vly.
Bemeerk at den fjerde og femte lighed geelder pa grund af Lemma 10.2.3. O

I ord siger Seetning 10.3.1, at hvis man ganger matricen , Mg med B-koordinatvektoren af en
vektor v i V, er resultatet y-koordinatvektoren af v. Af denne grund kaldes matricen , My for
en basisskiftematrix, alternativt en koordinatskiftematrix. Bemeerk, at disse begreber pa engelsk
kaldes change-of-basis matrix, henholdsvis change-of-coordinates matrix. Mere preecist er matricen
Mg = [[v1]y ... [Vu],] koordinatskiftematricen som skifter fra B-koordinater til y-koordinater.

Bemeerkning 10.3.1

Notationen , Mg er bekvemt, men ogsé lidt misvisende: man kan ikke se hvilket vektorrum f
og < er ordnede baser for. I det naeste kapitel vil vi se basisskiftematricer igen og introducere
den lidt anden notation , [idy | som ikke har den ulempe, men som bygger pa teori vi ikke har
gennemgdet endnu.

Eksempel 10.3.1

Lad V = {p(Z) € C[Z] | degp(Z) < 3}. B = (1,Z,7%,7%) og v = (Z3,7?,Z,1) er to ordnede
baser for V.

Spergsmal: Bestem den tilsvarende koordinatskiftematrix som skifter fra f-koordinater til -
koordinater.
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Svar: Setning 10.3.1 forteeller, at vi skal bestemme [1],,, [Z],, [Z2], og [Z3], for at lese opgaven.
Da den eneste forskel mellem S og <y er reekkefolgen pa basisvektorerne, er dette ikke sd sveert at
gore. For eksempel er

[1]7 =

- O O O

da 1 er den fjerde basisvektor i . Ved at fortseette pd samme made for de andre basisvektorer
opnér man den enskede koordinatskiftematrix:

0 0 01
vMﬁ:[[1]7[217[22]7[23]7}: 8 (1) fl) 8
1000

Hvis man har tre ordnede baser for et vektorrum, kan der opstilles adskillige basisskiftematricer.
Folgende lemma giver en relation mellem dem.

Lemma 10.3.2

Lad F veere et legeme, V et vektorrum over F af endelig dimension n. Lad f, 7 samt ¢ veere
ordnede baser for V. Da geelder

@) (SM’y : 'yM/S = 6M/5/
(ii) pMp = I, hvor I, betegner n x n-identitetsmatricen, og

(iii) (,Mp) ™" = pM,.

Bevis. Seetning 10.3.1 medforer at for alle vektorer v € V, det geelder at
sMy - vMﬁ ) [V]/S =My - [V]y = [V]s
08
sMg - [V]g = [V]s.
Derfor fés at
(6My - 7 Mp — sMg) - [V]g = 0.

Fordi dette holder for alle v € V, ses nu at nulrummet af matricen sM,, - , Mg — sMg er lig med
F". Fordi kun nulmatricen i F"**" har nulrum lig med F", kan vi konkludere at sM, - Mg = sMg.
Dette viser det forste punkt i seetningen.

Det andet punkt er en direkt konsekvens af definitionen pa en basisskiftematrix. Skrives
B = (uy,...,uy) og eq,..., e, for de standard basisvektorer for F", sa ses at [ui]ﬁ = e; for
alle i mellem 1 og n. Derfor geelder

ﬁMﬁ = [[ul]ﬁ [un]lg] = [e1 en} = In.

Nu vises det tredje punkt i seetningen. Bruges det forste punkt nar man veelger de tre ordnede
baser til at veere B,y og B, sa fas at ﬂMA, . VM}g = ﬁMﬂ. Anvendes nu det andet punkt, s& kan vi
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konkludere at ﬁM7 . vMﬁ = I,;. Veelges nu i det forste punkt de tre ordnede baser 7y, § og 7, sa fés

pa lignende méade at , Mg - gM,, = I,. Derfor geelder at (,Mp) = pM,. Dette viser det tredje
punkt. O

Eksempel 10.3.2

I dette eksempel betragtes den samme situation som i Eksempel 9.5.2. Det vil sige at vi betragter
det reelle vektorrum IR%. Dens ordnede standardbasis betegnes med ¢ og er givet ved

= (L 131)

mens en anden mulig ordnet basis j er givet ved listen

(LD

Spergsmal: Bestem basisskiftematricen . Mg som skifter fra f-koordinater til e-koordinater samt
basisskiftematricen g M. som skifter fra e-koordinater til f-koordinater.

Svar: Lad os ferst beregne basisskiftematricen gMﬂ. Som vi sd i Eksempel 9.5.2, er koordinaterne
for v € R? med hensyn til den ordnede standardbasis nemme at bestemme:

Derfor geelder:

w=[[2]. B]-[5 3]

For at beregne den anden basisskiftematricen gM,, kunne vi i princippet ngjes med at beregne

vektorerne

Disse vektorer kan beregnes ved at folge proceduren fra Example 9.5.2, hvor ogsa -koordinater
af en vektor blev beregnet. Vi vil dog felge en anden fremgangsmade som udnytter det tredje
punkt i Lemma 10.3.2. Dette punkt medferer at vi simpelthen skal finde den inverse matrix af den
basisskiftematrix som vi allerede har beregnet. Bruges for eksempel Ligning (8.2) og det tredje
punkt i Lemma 10.3.2, s fas at

-1
_ 2 1 1] 3 -1 3/5 -—1/5
M, = (:Mg)™1 = =_ = :
pM: = (cM) [1 31 5[—1 21 l—1/5 2/51
10.4 Underrum i et vektorrum

For et givet vektorrum V over et hvilket som helst legeme F er det muligt, at man har en
delmeengde W af V, som er lukket under den samme skalarmultiplikation og addition, der
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er defineret pa V. Ordet “lukket” er blot en mdde at sige pa, at hvisv € W, ogc € F, sd er
c-ve W, oghvisuve W saeru+v e W. DaV eret vektorrum, har vialtidc-v € V og
u+ v € V, men hvis ogsa W er lukket under skalarmultiplikation og addition, ender vektorerne
c-vogu+vigeniW. Lad os gennemga to eksempler pa dette.

Eksempel 10.4.1

Lad os overveje det komplekse vektorrum C? og delmeaengden W = {(z,2z) | z € C} heraf. Her vil
enhver addition af to elementer fra W give et resultat, der ogsa tilherer W, da (z,2z) + (w,2w) =
(z+w,2(z+ w)) for alle z,w € C. Desuden giver ogsa multiplikation af et element fra W med
en skalar ¢ € C et resultat tilherende W, da ¢(z,2z) = (cz,¢(2z)) = (cz,2(cz)). Faktisk er W et
vektorrum ved brug af denne skalarmultiplikation og addition. For eksempel har vi (0,0) € W,
da (0,0) = (0,2 -0). Desuden er —(z,2z) = ((—z),2(—z)) for ethvert z € C, hvilket viser, at hvis
v € W, sd er ogsda —v € W. Leaeseren opfordres til at verificere de resterende vektorrumsaksiomer
ogsé. Bemeerk, at dim¢ (W) = 1 (en mulig basis for W er givet ved {(1,2)}).

Eksempel 10.4.2

Betragt vektorrummet IR>*? af 2 x 2-matricer med koefficienter i R. Som vi har set tidligere, er
dette et reelt vektorrum af dimension fire. Lad nu D veere en delmaengde af R?*? bestdende af

alle diagonalmatricer, det vil sige:
p={|M 2|1
0 A

Denne meengde D er lukket under skalarmultiplikation og matrixaddition, hvilket betyder, at vi
for A,B € Dogc e Fharatc-A € D,ogat A+ B € D. Lad os kontrollere dette. Hvis A har
diagonalelementerne A; og Ay, og B har diagonalelementerne y1 og i, sa er:

c-A=c- )\1 0 _ C-)\l 0 GD,
0 /\2 0 C')\Z
(0]
a+p=| M Oy O _pAitm 0
0 A 0 |125) 0 /\2+I/l2

Man kan vise, at D faktisk er et reelt vektorrum af dimension to: en mulig ordnet basis er
(E(1D), E(22)). Betydningen af notationen E(1'), E(22) blev forklaret i Eksempel 10.2.6. Mere
eksplicit har vi i denne situation at

g = | O e gea | 0 0
0 0 0 1

Til at samle disse typer af eksempler har vi folgende:

Definition 10.4.1

Lad V veere et vektorrum over et legeme IF. Et underrum af V er en delmeengde W af V, som er et
vektorrum over [F under samme skalarmultiplikation og vektoraddition, der er defineret pa V.

Med andre ord, hvis W C V er lukket under den skalarmultiplikation og vektoraddition,
som V har, “nedarver” W disse operationer. Hvis W med disse operationer opfylder alle
vektorrumsaksiomerne fra Definition 10.1.1, kaldes det et underrum i W. Ethvert vektorrum
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V har mindst to underrum: V kan opfattes som et underrum i sig selv, og der findes ogsa
altid underrummet {0}, der kun indeholder nulvektoren i V. Generelt kan V have mange flere
underrum. I alle tilfeelde kan man sige folgende om dimensionen af et underrum:

Lemma 10.4.1

Lad V veere et vektorrum over et legeme FF af dimension n og W et underrum i V. Da geelder der,
atdim W < n.

Bevis. Da V har en basis med n vektorer, og W har en basis med dim W vektorer, udger
basisvektorerne for W en sekvens af dim W linezert uatheaengige vektorer. Derfor medferer Seetning
10.2.5, atdim W < n. O

Da V allerede opfylder alle vektorrumsaksiomer, viser det sig ikke at veere nedvendigt at
kontrollere dem alle, ndr man underseger, om en delmeengde W er et underrum. Mere preecist har
vi folgende lemma:

Lemma 10.4.2

Lad V veere et vektorrum over IF og W en delmeengde af V, der ikke er tom. Da er W et underrum
i V, hvis felgende er opfyldt:

for alleu,v € W ogalle c € FF geelder der,atu+c-v € W. (10.5)

Bevis. Lad os forst vise, at W er lukket under skalarmultiplikation og vektoradditioni V. Da W
ikke er tom, indeholder den mindst én vektor, som vi kan kalde w. Ved at veelge u = wog v =w
i Ligning (10.5) kan vi konkludere, at vektoren w + (—1) - w ogsa er i W. Ved for eksempel at
anvende Ligning (10.2), medferer dette, at 0 € W. Nu hvor vi ved dette, kan vi anvende Ligning
(10.5) igen, denne gang med u = 0 og v € W valgt vilkarligt. Vi kan dermed konkludere, at for
vilkarlige v.€ W er ogsa ¢ - vi W. Dette viser, at W er lukket under skalarmultiplikation. Ved at
anvende Ligning (10.5) for vilkarlige u,v € W og ¢ = 1, konkluderer vi, at u + v er i W. Derfor er
W lukket under vektoraddition.

Lad os derneest vise, at W er et vektorrum ved at overveje de otte vektorrumsaksiomer fra
Definition 10.1.1. Da aksiomerne 1, 2, 5, 6, 7 og 8 geelder for alle vektorer i V, ma de ogsa geelde
for alle vektorer i en delmaengde af V. Derfor er det kun aksiomerne 3 og 4, der skal kontrolleres.
Aksiom 3 er opfyldt, da vi allerede har vist, at Ligning (10.5) medferer, at 0 € W. Hvad angar
aksiom 4, har vi, athvisv € W,sd er (—1) - v € W, da W er lukket under skalarmultiplikation.
Men ifelge Ligning (10.2) er (—1) - v = —v, sa den additivt inverse —v tilherer W for alle v i
W. O

Eksempel 10.4.3

I Definition 9.3.1 blev nulrummet af en matrix A € F"*", betegnelse ker A, defineret til at veere
folgende meengde af vektorer:

kerA={velF"|A -v=0}.

Vi pastar nu at ker A er et underrum i F" og vil vise det ved at bruge Lemma 10.4.2.
Bemeerk forst og fremmest, at 0 € ker A, hvilket viser, at kernen af A ikke er den tomme
meengde. Dette betyder, at hvis vi seetter W = ker A, sé er kravet om, at W ikke er tomt i Lemma
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10.4.2, opfyldt.
Lad nuu,v € ker A og c € F. Da har vi

A-(ut+c-v)=A-u+A-(c-cv)=A-u+c-(A-v)=0+c-0=0. (10.6)

Her har vi benyttet, at A-u = 0, og A-v = 0, da u,v € kerA. Ligning (10.6) viser, at
u+c-v € ker A. Dermed medferer Lemma 10.4.2, at ker A er et underrum i [F".

Eksempel 10.4.4

Anvendes Lemma 10.4.2, er det ikke sveert at vise, at delmeengderne W og D fra Eksemplerne
10.4.1 0g 10.4.2 er underrum. Laeseren opfordres til at kontrollere, at betingelsen i Ligning (10.5) er
opfyldt for disse eksempler.

Eksempel 10.4.5

Lad Cw(R) veere meengden af alle uendelig ofte differentiable funktioner f : R — R. Det er uden
for rammerne af denne tekst at definere helt preecist, hvad en uendelig ofte differentiabel funktion
er, men groft sagt betyder det folgende: hvis greensen lim,_,o(f(t +a) — f(t))/a eksisterer for
alle t € R, kan vi definere den afledte af f, betegnet f/, som funktionen f’ : R — R med
t — lim,o(f(t +a) — f(t))/a. En uendelig ofte differentiabel funktion f : R — R har den
egenskab, at man kan blive ved med at differentiere den, sé ofte man vil. Specifikt eksisterer ikke
kun dens afledte f/ men ogsa den afledte af f’ (betegnet " eller f(2)), den afledte af f” (betegnet
f" eller £©)) og s& videre. Mere generelt betegnes for ethvert positivt heltal 7 den 1’te-afledte af f
ved f("). Mere pracist definerer man den n'te-afledte rekursivt som folger:

f(”) . f hvisn = 0,
(f"=1Y hvisn > 0.

Mengden Ce(RR) er et underrum i vektorrummet F fra Eksempel 10.1.5. Dette vises ved,
at man for f,g € Co(R) og ¢ € R viser, at f +¢-g € Co(R). Man kan vise induktivt, at
(f +¢c-)" = f 1 ¢. ¢ for enhver n € Z>, og derfor er f + ¢ - g uendelig ofte differentiabel,
hvilket var det, vi skulle vise.

I Definition 10.2.3 definerede vi udspaendingen af vektorer i et givet vektorrum V. Det viser sig at
sddan en udspeending er et underrum i V. Iseer er udspeendingen af vektorer i [F” fra Definition
9.1.1 et underrum i F". Lad os vise disse pastande i felgende proposition:

Proposition 10.4.3

Lad V veere et vektorrum over et legeme IF og lad S veere en maengde af vektoreri V. Da er Span(S)
et underrumi V.

Bevis. For at vise propositionen, er det bekvemt at bruge Lemma 10.4.2. Vi tjekker at betingelsen
i lemmaet er opfyldt. For at tjekke det, lad os veelge vilkarlige vektorer u,v € Span(S). Ved
at bruge definitionen af udspeendingen af en meengde af vektorer, fas at der findes skalarer
C1,---,Cn,d1,...,dn € Fogvektorer vy,...,v, € Ssaledes at

u=cvi+---+cupvy og v=divi+---+dyvy.
Men i sa fald geelder for alle c € F at
utc-v = qvi+---+cpvptco- (dyvi+ -+ dyvy)
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civi+ - Fepvptc-divy+ -+ c-dyvy
= (cp+c-dy)vi+ -+ (cn+c-dn)vn.

Fordi det sidste udtryk er en linearkombination af vektorer i S, kan vi konkludere atu +c- v €
Span(S). Nu har vi faktisk indset at Span(S) opfylder betingelsen i Lemma 10.4.2. Derfor kan vi
konkludere at Span(S) er et underrumi V. O

Man vil typisk definere Span(®) = {0}. Som en konsekvens heraf siges den tomme mengde @ at
udgere en basis for vektorrummet {0} og at den tomme liste () udger en ordnet basis for det.

Hvis W er et givet underrum i et vektorrum V, og W = Span(S), siger man, at vektorerne i S
udspeender W, eller omvendt at W er udspeendt af vektorerne i S. Vektorerne i en basis for W
udspeender selvfolgelig W, men generelt set er en meengde af vektorer, der udspeender W, ikke
nedvendigvis linezert uafthengige.

Eksempel 10.4.6

I Definition 9.3.2 blev for en givet matrix A € F"™*" sgjlerummet colsp A defineret til af veere den
delmeengde af F", der udspeendes af sgjlerne i A. Proposition 10.4.3 medferer at colsp A er et
underrum af [F™. Dette forklarer hvorfor vi brugte ordet rum i ordet sejlerum.

Eksempel 10.4.7

Dette eksempel er en fortseettelse af Eksempel 10.2.4. I dette eksempel var givet fire matricer
A1, Ay, Az og Ay. Ydermere blev det vist at A4 kan skrives som linearkombination af de ferste tre
matricer. Dette medferte at Span(A1, Ay, Az, Ay) = Span(Aj, Ay, A3).

Lad os nu vise at de tre matricer A;, Ay og A3 er lineeert uathaengige. Senere angives en general
fremgangsmade for at tjekke sddanne udsagn, men nu bruges Definition 10.2.1. Ifelge Definition
10.2.1 er matricerne A1, A, og Aj lineeert uatheengige hvis ligningen c; A + cp Ay + c3A3 = 0 kun
har lesningen ¢; = ¢ = ¢3 = 0. Ligningen c1Aj + c2 Ay + c3A3 = 0 er opfyldt hvis og kun hvis

ligningen
_ (00
00

er opfyldt. Denne ligning er sekvivalent med ligningssystemet

c1+c3 ()}
—C—C —O

@ =F €3 0
Cr = 0
—C)—C3 = 0 ’
—C1 0
som kun har lesningen ¢; = ¢ = c3 = 0. Derfor kan vi konkludere at de tre matricer

A1, A; og Aj fra Eksempel 10.2.4 er lineeert uatheengige. I Eksempel 10.2.4 har vi ogsa set at
W = Span(A1, Ay, A3). Det betyder at enhver matrix i W kan skrives som en linezerkombination
af matricerne A1, A; og A3. Men dette betyder at meengden S = {A1, Ay, A3} opfylder begge
krav i Definition 10.2.4. Derfor er meengden {A1, A, A3} en basis for W. Listen (A1, Ay, A3) er en
ordnet basis for W, som igen folger fra Definition 10.2.4.

Bemeerkning 10.4.1
Vi har set i Proposition 10.4.3 at en udspaending af vektorer i F", lad os skrive Span(vy,...,vy),
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er et underrum i vektorrummet [F". 1 det forgadende kapitel har vi set hvordan man finder en
ordnet basis for saidan en udspaending. Denne gang brugte vi dog Definition 9.2.1 for at definere
begrebet ordnet basis. Mere preecist, givet en udspeending Span(vy, ..., v,), fandt vi en underliste
(Viy,...,vi,) af listen (vy,...,v,) som opfylder betingelserne naevnt i Definition 9.2.1. Vi vil nu
demonstrere at sddan en underliste ogsa er en ordnet basis ifelge Definition 10.2.4. Resten af
bemeerkningen kan dog springes over ved en forste leesning.

Lad os sikre os at listen (v;,, ..., v;,) opfylder betingelserne i Definition 10.2.4. Forst defineres
meengden S := {v;,...,v;, }. Viskal vise at S opfylder betingelserne fra Definition 10.2.4. Vi
viste i Korollar 9.2.2 at vektorerne v; , ..., v;, er lineeert uatheengige. Derfor opfylder maengden
S = {vi,,...,vi,} den forste betingelse i Definition 10.2.4. Ydermere vides fra Definition 9.2.1
at Span(v;,..., Vid) = Span(vy, ..., Vv,). Derfor kan hver vektor i Span(vy, ..., v,) skrives som
linecerkombination af v; , ..., v;, . Det betyder at meaengden S = {v; ,...,v; } ogsa opfylder den
anden betingelse i Definition 10.2.4.

Vi kan konkludere at maengden {v;,,...,v; } er en basis for Span(vy, ..., vy). Derfor er listen
(Viy,--.,vi,) ogsa en ordnet basis ifelge Definition 10.2.4.

Som vi sd i Eksempel 10.2.4, betyder det, at et underrum er udspeendt af bestemte vektorer, ikke
nedvendigvis at disse vektorer er linesert uatheengige. For udspaendingen af vektorer i [F”, har
vi brugt Seetning 9.2.1 for at finde en ordnet basis for sadanne udspeendinger. Nu forklarer vi
hvordan man ger det for udspeendingen af vektorer i et endeligt dimensionalt vektorrum.

Seetning 10.4.4

Lad V veere et vektorrum over et legeme [F af endelig dimension m med ordnet basis 8, og lad
Vi,..., vy veere vektorer i V. Antag videre, at den reducerede trappeform af matricen med sgjlerne
[vilg, -, [Vu]p har pivoter i sejlerne iy, . . ., iy. Da er en ordnet basis for Span(vy, ..., v,) givet ved
(Vil’ NN "Vid)'

Bevis. Viviser en skitse af beviset: vi har fra Seetning 9.2.1, at en basis for underrummet af ", der
er udspeendt af [vi]g, ..., [Va]g, er givet ved {[v; ]g,...,[v;,]}. Nu kan Seetning 10.2.4 anvendes
til at vise, at (v, ..., Vid) udger en ordnet basis for Span(vy, ..., vy). O

Eksempel 10.4.8

Som i Eksempler 10.2.4 og 10.4.7 betragtes det reelle vektorrum IR?*? bestdende af to gang to
matricer med reelle indgange, samt underrummet W = Span(Aj, Ay, A3, A4) udspeendt af de fire

matricer A1, Ap, A3 og Ay, hvor

1 0 Ay — 0 1 As — 1 0 Ay — 0 1 '

0 -1 -1 0 -1 0 0 -1

Vi har set i Eksempel 10.2.4 at W = Span(A1, Ay, A3) og i Eksempel 10.4.7 at listen (A1, Ay, A3)
er en ordnet basis for W. I dette ekempel vises det igen, men denne gang ved hjeelp af Seetning
10.4.4. Fordelen med at bruge Seetning 10.4.4 er at det giver en fremgangsmade som kan benyttes i
ethvert endelig dimensionalt vektorrum.

Det forste skridt er at vaelge en ordnet basis for R>*2. Der er mange muligheder, men et meget
bekvemt valg er folgende liste af fire matricer p = (E(l'l), E(12) g21) g(22) ), hvor

EOD — 1 0 ,E(l’z): 0 1 ,E(z’l): 0 0 ogE(z'z): 0 0 .
0 0 0 0 10 0 1

A=
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Disse matricer blev introduceret i Eksempel 10.2.2. Nu fés for eksempel at
1 0 1. 10
0 -1 00

= 1.E0) 4+0.E02 40.E?D 4 (-1).E??.

01
0 0

00

A:
! 10

+0- +0-

Derfor er A;s B-koordinater givet ved

1
0
Ails =
[A1]p 0
=1l
Pa lignende made fas at
1 0
1 0 1
Arp = , |Aszlg = 0 Aylp =
[Az2]g 1 [As]p 1 g [Adg 0
0 0 -1

For at find en ordnet basis for W ved hjeelp af Seetning 10.4.4 beregnes den reducerede trappeform
af folgende matrix:

0 1 0 1
0O -1 -1 O
-1 0 0 -1

[[A1]p [A2]p [A3]p [A4lp] =

Den reducerede trappeform af denne matrix kan fase ved at udfere elementeere reekkeoperationer.
Resultatet bliver matricen

1 0 0 1
010 1
0 01 -1
0 00 O

Det ses at matricens pivotelementer er i dens forste, anden og tredje reekke. Derfor medferer
Seetning 10.4.4 at listen (A1, Ay, A3) er en ordnet basis for W.

Vi kan ogsa se fra trappeformen hvordan man kan skrive A4 som linearkombination af A1, Ap
og Aj. Forst betragtes sgjlerne i matricen pa trappeform: dens fjerde sgjle kan skrives som
linearkombination af dens forste tre sojler. Mere praecist ses at

1 0

=1l
0

S O O -
o O =
S = O O

Det medferer at sejlerne i den oprindelige matrix [[A1]g [Az]g [As]g [A4]g] opfylder en lignende
ligning:
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Det vil sige at
[A4]p = [A1]p + [A2]p — [As]p-
Men s& medefrer Seetning 10.2.4 at

Ay =A1 +A) - A;.

Denne ligning blev allerede brugt i Eksempel 10.2.4, men nu har en forklaring pa hvordan man
selv kan finde sddanne ligninger.

10.5 Ekstra: hvorfor har ethvert vektorrum en basis?

Dette afsnit er ikke obligatorisk leesning og kan springes over. Det er teenkt som ekstra materiale
for en studerende, der har tid og motivation til det.

I de tidligere afsnit har vi uden videre benyttet det faktum, at ethvert vektorrum V har en basis. For
at bevise dette antagede faktum, skal vi studere meengden Z(V'), som bestar af alle delmaengder
af V, hvis elementer er linezert uatheengige vektorer. For eksempel er @ € Z(V), da den tomme
meaengde ikke indeholder nogen vektorer og derfor ikke kan indeholde linezert atheengige vektorer.
Hvis V # {0}, er enhver delmeengde af formen {v} i Z(V), sd leenge v # 0. Intuitivt ber en basis
B for V veere en meengde, der indeholder sd mange linesert uatheengige vektorer som muligt.
Mere preecist ville denne intuition sige, at B € Z(V), og at ingen meengde af linecert uafheengige
vektorer kan indeholde B som en skarpt mindre delmeengde. Denne anden intuitive egenskab
kan omformuleres ved at sige, at hvis C € Z(V), og B C C, sd er B = C. Et sadant B kaldes et
maksimalelement i Z (V).

Ovenstaende diskussion har kun til formadl at give en intuitiv forstaelse, men den folgende seetning
viser, at der er substans i diskussionen.

Saetning 10.5.1
Lad B veere et maksimalelementiZ (V). Da er B en basis for V.

Bevis. Jeevnfor definitionen af Z(V) er vektorerne i B lineeert uatheengige. Det, vi skal vise, er, at
enhver vektor i V kan skrives som en linearkombination af vektorerne i B. Antag, at dette ikke er
tilfeeldet. Da findes der en v € V, séledes at enhver linearkombination af vektorer i B er forskellig
fra v. Vi haevder, at meengden B U {v} i dette tilfeelde bestér af linecert uafheengige vektorer. For
at vise dette, antager vi, at

cv+cr-vi+---4cp-vy, =0 (10.7)

for nogle cg,c1,...,cn € Fogvy,..., v, € B. Hvis ¢g = 0, ser vi straks, atcy = 0,...,¢;, =0,
da vektorerne i B er lineeert uafheengige. Dog kan ¢( ikke veere forskellig fra nul, da Ligning
(10.7) dermed ville medfere, at v = —cal S0 V] — e — cal - Cy - vy, 1 strid med antagelsen
om, at v ikke kan skrives som en linearkombination af vektorer fra B. Derfor bestdr meengden
B U {v} rent faktisk af linecert uafheengige vektorer som haevdet. En anden made at sige dette
pa er, at BU{v} € Z(V), hvilket igen medferer, at B ikke var et maksimalelement i Z(V), i
strid med antagelsen om, at det var. Modstriden viser, at enhver vektor i V kan skrives som en
linearkombination af vektorer fra B. Derfor er B en basis. O
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Pa forste sigt virker det som om vi er feerdige nu: for at finde en basis for V, kan vi bare veelge
et maksimalelement i Z (V). Det er dog ikke klart at Z(V') har et maksimalelement. Derfor kan
seetningen kun bruges til at konkludere at ethvert vektorrum V har en basis, hvis meengden Z (V')
altid indeholder et maksimalelement. Dette er ikke let at vise og bruger faktisk et dybsindigt og
bergmt lemma kaldet Zorns lemma. At formulere og bevise Zorns lemma kreever dog veerktejer
fra grundleeggende matematik, som ligger uden for rammerne af denne tekst.



Il Kapitel 11

Lineaere afbildninger mellem vektorrum

I det forrige kapitel blev vektorrum introduceret. Nu vil vi betragte nogle specielle funktioner
mellem vektorrum som kaldes lineare afbildninger. Groft sagt, givet to vektorrum V; og V3, begge
over det samme legeme I, er en linezer afbildning da en funktion fra V; til V, der er kompatibel
med skalarmultiplikation og vektoraddition. Mere preecist har vi felgende:

Definition 11.0.1

Lad V; og V; vaere vektorrum over et legeme IF. Da er en linezr afbildning fra Vj til V; en funktion
L:V; — V,, saledes at:

(i) L(u+v) =L(u)+ L(v) foralleu, v € V,

(i) L(c-u) =c-L(u)forallec € Fogu € Vj.

Vektorrummet V; er definitionsmeaengden af den lineaere afbildning L : V; — V,. Fordi V; ogsa er
et vektorrum, siger men nogle gange at V; er definitionsrummet af den lineeere afbildning L. Af
lignende grunde kaldes V, nogle gange dispositionsrummet.

En linezer afbildning kaldes ogsa en linear transformation. Bemeerk, at begrebet afbildning pa
engelsk kaldes map. Bemeerk desuden i formlen L(u+ v) = L(u) 4+ L(v), at symbolet + i udtrykket
L(u + v) betegner vektoraddition i V;, mens + i udtrykket L(u) + L(v) betegner vektoraddition
i V;. Tilsvarende betegner - i udtrykket L(c - u) skalarmultiplikation i V;, mens det i udtrykket
¢ - L(u) betegner skalarmultiplikation i V5.

Hvor vi i det forrige kapitel studerede ét vektorrum ad gangen, kan lineaere afbildninger forbinde
forskellige vektorrum med hinanden. Lineeere afbildninger respekterer vektorrumstrukturen:
veelges en skalar c lig med 0, og benyttes Ligning (10.1), fas for eksempel

L(0) =0, (11.1)
hvor 0 pa venstre side af ligningen betegner nulvektoren i V;, og den pa hejre side betegner
nulvektoren i V. Tilsvarende, ved at veelge c = —1 og benytte Ligning (10.2), far man

L(—u) = —L(u). (11.2)

197
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Der findes selvfolgelig rigtig mange mulige afbildninger mellem to vektorrum, og generelt vil
ikke mange veere linezere. Lad os se pd nogle eksempler.

Eksempel 11.0.1
Spergsmal: Betragt folgende funktioner fra R til R. Hvilke af dem er linecere afbildninger?

(@) f:R — R defineret ved x > x?,

(b) g: R — R defineret ved x — 2x +1,

(c) h: R — R defineret ved x > 2x.

Svar:

(@) f : R — R defineret ved x — x? er ikke en lineeer afbildning. For eksempel har vi
f(1+1) = f(2) = 4, hvor vi, hvis f havde veeret en linezr afbildning, burde have haft
fA+)=f)+f1)=1+1=2

(b) g:R — R defineret ved x — 2x + 1 er heller ikke en linecer afbildning, selvom grafen for
denne funktion er en linje. Vi har g(0) = 1, men hvis g havde veeret en lineeer afbildning,
burde vi have haft g(0) = 0 jeevnfer Ligning (11.1).

(©) h : R = R defineret ved x — 2x er en lineaer afbildning. For alle x,y € R har vi
hix+y) = 2(x+y) = 2x+2y = h(x)+h(y), og for alle c € R og x € R har vi
c-h(x) =c2x =2cx = h(c-x).

Mere generelt er lineeere afbildninger fra R til R netop de funktioner, hvis graf er en ret linje, der
gar gennem origo. Dette vil altsd veere funktioner L : R — R, der opfylder, at x + a - x for en
konstant g € R. Arsagen er, at hvis L : R — R er en lineeer afbildning, sa har vi for alle x € IR, at
L(x) = L(x-1) = x - L(1). I den sidste lighed gjorde vi brug af egenskab to fra Definition 11.0.1.
Ved at seette 2 = L(1) far vi séledes L(x) = a - x for alle x € R.

Vi vil komme til at se, at der er en steerk forbindelse mellem linezere afbildninger og matricer.

Af denne grund leegger vi ud med at studere linezere afbildninger, der kommer af matricer, for
derefter at vende tilbage til studiet af linezere atbildninger i en mere generel ramme.

11.1 Lineaere afbildninger ved anvendelse af matricer

Lad os starte med at definere en stor klasse af linesere afbildninger.

Definition 11.1.1

Lad F veere et legeme og A € F"*" en matrix. Da defineres funktionen Ly : F" — " ved
La(v) =A-vforallev € F".

Det viser sig, at alle funktioner L : F" — " som defineret ovenfor er linezere.

Lemma 11.1.1
Funktionen Ly : F" — F" i Definition 11.1.1 er en linezer afbildning.
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Bevis. Vi skal kontrollere de to betingelser fra Definition 11.0.1. Ferst og fremmest har vi

La(u+v) = A-(u+v)
= Aut+A-v
= La(u)+La(v)foralleu,v e F"

Derneest har vi
La(c-u)=A-(c-u)=c-(A-u)=c-La(u)forallec € Fogu € F".

Den forste og tredje lighed folger direkte fra hvordan funktionen La er defineret. Den anden
lighed er en konsekvens af Ligning (7.8). O

I Eksempel 11.0.1 s& vi, at funktionen /1 : R — R, x — 2x var en lineeer afbildning. Det er faktisk
et interessant seertilfeelde af Definition 11.1.1: hvis vi veelgern = m = 1, F = Rog A = [2] i
Definition 11.1.1, far vi funktionen h. I stedet for A = [2] kunne vi ogsa blot have skrevet A = 2.
Nar man angiver en 1 x 1-matrix, er det almindeligt at udelade parenteserne [ ].

Eksempel 11.1.1
Lad F = R, og veelg

Yderligerer defineres

Spergsmal: Bestem L (u), La(v) 0g La((1/2)u+ v) med A, u og v givet som ovenfor.

Svar: Vi har

Lo —au=| 1 O L [2]_ [ D201 ] _[ -2
ATTETT T 0 12 1| |o2+@1/2)-1] |12

og tilsvarende

La(v) =A-v= -0 = (S et Uok _| 1 .
0 1/2 3 0-1+(1/2)-3 3/2
Egentlig kan vi udregne La ((1/2)u + v) pa forskellige méder. Den mest direkte metode er forst
at beregne vektoren (1/2)u + v og derefter beregne A - ((1/2)u + v). Geres dette, far vi

S HEEA

2 -1 0 2 -
LA((l/z)“JFV)_LA([WzD_l 0 1/2]'[7/21_%/4]'

2 1

(1/2)u+v=(1/2) .

+

og derfor
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En anden metode til beregning af La ((1/2)u + v) er at udnytte, at LA er en lineaer afbildning, og
at vi allerede har udregnet L (u) og La (v):

La((1/2)u+v) = La((1/2)u)+La(v) = (1/2)La(u) + La(v)
—2 -1 —2
= 2 l 172 || 32 ] - l 7/4 |

Se Figur 11.1 for en illustration af billederne af vektorerne u og v samt billedet af vektorer, der
ligger i et parallelogram, hvor to af siderne er de givne vektorer u og v.

/L_A\ Y

3 1

2 1

Av
1 1
Au
1 1 4 -3 2 1

1/ 1!

Figur 11.1: Eksempel pa en lineeer afbildning givet ved en 2 x 2-matrix.

Eksempel 11.1.2
Som i forrige eksempel lader vi IF = R og definerer

SHEEH

-1 1 1 c R22.

Denne gang veelger vi matricen

A=
1 -1

LA<u)=A-“=l_1 jHﬂzl_H
LA(V>:A-v:l1 jH;]:[—ﬂ

En illustration er givet i Figur 11.2. Denne gang er billedet af det bld omrade (parallelogrammet)
blot linjen, der forbinder (—1,1) og (2, —2). Det er derfor ikke synligt pa figuren, da det er skjult
bag tegningen af vektorerne Au og Av.

I dette tilfeelde har vi

0g
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L
/Axl “
4 1
1 |
v Au
2 ) 1 1 2
_1 |
' Av
1 1 2 3 4 -2

Figur 11.2: Endnu et eksempel pa en linezer afbildning givet ved en 2 x 2-matrix.

Eksempel 11.1.3
Lad F = R, og veelg

Ao |1 11 1] _poa
12 3 4

Den tilsvarende linezere afbildning L, : R* — R? fungerer som felger:

01 01
L Vo |11 11 o2 | U1+ 02 + 03+ Uy
A U3 1 2 3 4 U3 01 + 20y + 3v3 + 40y
U4 U4

il 0 1
1 0 2 2 S 0
L = ; I = og L = .
Moo [1] M [5] Sl [0]
0 1 1

Man kan faktisk vise at enhver vektor i IR? er i billedet af funktionen L : R* — R2. Med andre
ord: det kan vises at image(La ) = R?. Fordi R? ogsa er funktionens dispositionsmaengde, ses at
funktionen L er surjektiv. Lad os nu vise at image(La) = R?: givet vilkarlige a,b € R, sa har
man for eksempel at

2a—b
—a+b a
IL = .
0
Dette viser netop at enhver vektor i R? er i Ls billedet.
Som Eksempel 11.1.3 viser, kan det godt ske, at en linezer afbildning L4 har et billede som er et

vektorrum. Vi viser nu at det altid er tilfeeldet ved at identificere billedet af en linezer afbildning
pé formen L med sgjlerummet af den tilherende matrix A.
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Lemma 11.1.2

Lad [F veere et legeme og A € F"*" en matrix. Da er colsp A, sgjlerummet af matricen A, netop
billedet af den linezere afbildning LA : F" — ™.

Bevis. Et element fra sgjlerummet af en matrix A er per definition en linearkombination af sgjlerne
i A. Pa den anden side er et element af billedet af den lineere afbildning L : F" — " pa formen
A - v for en vektor v = (vy,...,v,) € [F". Ved at anvende Definition 7.2.1 kan vi omskrive dette
som en linearkombination af sejlerne i A som felger:

ainr ... A1n 01 an A1n
Am1 -+ Amn Un Am1 Amn

Derfor bestar billedet af den linecere afbildning LA netop af alle linearkombinationer af sejlerne i
A. Og dette er netop sgjlerummet af matricen A. O

Bemeerkning 11.1.1

Pa grund af Lemma 11.1.2 kaldes sgjlerummet af en matrix A ogsa ofte for billedet eller billedrummet
af A.

Ligesom sejlerummet af en matrix A, giver nulrummet af en matrix anledning til en egenskab af
den tilherende linezere afbildning La. Vi har nemlig folgende.

Definition 11.1.2

Lad FF veere et legeme. Givet en matrix A € F"*", da er kernen af den linere afbildning
La : F" — F", betegnet ved ker (L, ), folgende meengde af vektorer:

ker(Lpa) = {v € F" | La(v) = 0}.

Fordi LA (v) = A -v,ses v € ker(La) hvis og kun hvis A - v = 0. Men s& medferer Definition 9.3.1
at

ker(Lp) = ker A. (11.3)
At beregne kernen af en linezer afbildning Lp : [F" — F™ er derfor det samme som at beregne

kernen af matricen A. Lad os betragte nogle eksempler.

Eksempel 11.1.4
Lad F = RR, og betragt den linezere afbildning L : R* — RR? givet ved matricen

A— 1111 .
1 2 3 4
Sporgsmal: Bestem en ordnet basis for ker(Lj, ), og beregn dimensionen af kernen af A.
Svar: Ligning (11.3) siger at kernen af den linezere afbildning L er det samme som nulrummet
af matricen A. Derfor bestemmes ker A. Den bestar af alle vektorer v = (v1,v2,v3,04) € R*, der

opfylder A - v = 0. Vi har for eksempel set i Eksempel 11.1.3, at vektoren (1, —1, —1,1) afbildes i
(0,0) af den lineaere afbildning L. Derfor er (1, —1,—1,1) € ker A.
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Vi kan teenke pa vektorerne i kernen som netop de vektorer, der er losninger til det homogene
system af to linezere ligninger med koefficientmatrix A. For at beskrive alle disse lesninger, folger
vi den samme procedure som forklaret i Eksempel 6.4.3 og Seetning 6.4.4. Derfor starter vi med at
bringe matrix A pa reduceret trappeform:

1 1 1 1 — 1 1 1 1 — 1 0 -1 -2
123 4| Ro-Ry—R; |01 2 3| RiyeR-R, |01 2 3 |
Nu kan vi se, at v = (v1,vp,03,v4) € kerA, hvis og kun hvis v; —v3 —2vs = 0, og

vy + 203 4+ 3v4 = 0. Ligesom i Eksempel 6.4.3 (eller direkte ved hjeelp af Seetning 6.4.4) ser
vi, at

1 2
kerA = { t; - —2 +tp- e | t,t €R
1 0
1
Vektorerne

1 2
-2 o -3

1 & 0

0 1

udspeender dermed ker A. Faktisk forteeller Korollar 9.2.3, at disse to vektorer danner en ordnet
basis for ker A. Derfor er en ordnet basis for ker A givet ved

1 2
-2 3
1 || o
0 1

Da denne ordnede basis bestar af to vektorer, konkluderer vi, at dimensionen af kernen af A
er to. Med andre ord: nullA = 2. Ydermere, fordi ker(Ls) = ker A, kan vi konkludere at
dim(ker(La)) = 2.

Eksempel 11.1.5
I dette eksempel betragtes den lineaere afbildning L, : R? — R?, hvor

a=| b Uleree
0 1/2

Vi onsker at beregne dimensionen af billede af Ly, samt dimensionen af dens kerne. Bemaerk
at matricen A optradte i Eksempel 11.1.1. Fordi image(La) = colsp A ifelge Lemma 11.1.2 og
ker(La) = ker A ifelge Ligning (11.3), kan vi negjes med at bestemme dimensioner af colsp A samt
ker A. Disse dimensioner blev dog allerede bestemt i Eksempel 9.4.3, hvor det blev vistat p(A) = 2
ognull A = 0. Vi kan konkludere at dim(image(La)) = p(A) = 2 og dim(ker(La)) = null A = 0.

Eksempel 11.1.6
I dette eksempel ensker vi at beregne dimensionerne af billede og nulrum herende til den linezere
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afbildning Ly : R? — R?, hvor

A=

-1 T cRee
1 -1

Vi har allerede beregnet dimensionerne til colsp A og ker A i Eksempel 9.4.4. P4 lignende méde
som det forrige eksempel fas derfor at dim(image(La)) = 1 and dim(ker(Lp)) = 1.

Bemeerk, at Figur 11.2 intuitivt antyder, at billedet af den lineeere afbildning La : R? — R? er
endimensionelt. Vi har lige set at billedet har dimension et, sa intuitionen stemmer.

11.2 Lineaere afbildninger mellem generelle vektorrum

Forrige afsnit fokuserede pa linezere afbildninger, der baseres pa matricer, men Definition 11.0.1
tillader langt mere generelle linezere afbildninger. Det viser sig, at begreberne kerne og billede
ogsd giver mening i den generelle ramme. Lad os ferst gennemga nogle flere eksempler.

Eksempel 11.2.1

Lad F = C, og betragt det komplekse vektorrum C[Z] (se Eksempel 10.1.4). Husk pa, at
C[Z] betegner mengden af alle polynomier med koefficienter i C. Betragt nu afbildningen
D : C[Z] — C[Z] defineret ved D(ag + a1Z + axZ* + - - - +anZ") = ay +2ayZ + - - - + na, Z" 1.
Med andre ord sender afbildningen D et polynomium p(Z) til dets afledte p(Z)’. Man kan vise,
at D er en lineeer afbildning.

Eksempel 11.2.2

Lad V; = F"*" og V, = F, og lad en kvadratisk matrix A € [F"*" veaere givet. Da er sporet, betegnet
ved Tr(A), defineret som summen af diagonalelementerne. Med andre ord:

a1 ... dip
Tr =an + - +apm.

ay1 ... AQun

Betegnelsen Tr er en forkortelse for det engelske begreb for sporet af en matrix: trace.
Spergsmal: Er afbildningen Tr : F"*" — TF defineret ved A +— Tr(A) en lineeer afbildning?

Svar: For at finde ud af, om sporafbildningen Tr : F"*" — TF som defineret ovenfor, er lineeer,
tjekker vi, om alle betingelser i Definition 11.0.1 er opfyldt. Ved at anvende notationen fra
Definition 11.0.1 har vi V; = F"*" og V, = F. Vi ber forst tjekke, at disse er vektorrum over et
legeme F. Det viser sig, at begge er vektorrum over F, hvilket for V; ses i Eksempel 10.1.3 med
m = n, og hvilket for V, ses i Eksempel 10.1.1 med n = 1.

Nu skal vi tjekke, om Tr opfylder de to betingelser fra Definition 11.0.1. Lad os veelge vilkarlige
c € Fogu,v € F"*". Derfor kan vi skrive

ain ... A4y bll ce bln
u= og V=

Ayl .- Aun bnl ce bnn
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Da geelder
ayy ... dip by ... by, an+bn ... a+ b
utv=| o+ D= ‘
Ayl .. Aun bnl N bnn a1 + bnl ce. App T+ bnn
)
ar ... dip c-ay1 ... C-a1y
cru=c =
a0 ... Aun C Ayl ... C-dnp
Derfor er

Tr(u+v)=ap +biy+ - +am+bpn =a11 + -+ +bi + -+ byn = Tr(u) + Te(v)

0g
Tr(c-u)=c-ap+--+c-am=c- (a1 + - +auy,) =c-Tr(u).

Vi konkluderer, at Tr : F”*" — TF defineret ved A — Tr(A) er en lineeer afbildning.

Eksempel 11.2.3
Lad F = R, og betragt afbildningen ms : R> — R? defineret ved ms(v1,v;) = (5v1,50;). Med
andre ord, effekten af afbildning m5 pa en vektor er, at vektoren ganges med skalaren 5. Visuelt
betyder dette, at retningen af en vektor ikke eendres, men at den bliver fem gange leengere. Man
kan vise, at dette er en linezer afbildning mellem reelle vektorrum.

Mere generelt kan man vise, at hvis IF er et legeme, og c € FF er en skalar, sa er afbildningen
me : F" — F" defineret ved m.(u) = ¢ - u en lineeer afbildning mellem vektorrum.

Eksempel 11.2.4

Betragt for « € R afbildningen R, : R?> — R? defineret ved R,(vq,v2) = (cos(«) - v1 — sin(a) -
vy, sin(a) - v1 + cos(a) - v;). Geometrisk er effekten af R, pa (v1,v2) € R? en rotation mod uret
om (0,0) med vinklen a. For eksempel, hvis & = 71/2, sd er R /5(v1,v2) = (—v2,71). Man kan
vise, at R, er en lineeer afbildning.

Eksempel 11.2.5

Vi veelger F = C. Lad V; veere maengden af polynomier i C[Z] af grad hejst tre, og lad V; veere
meengden af polynomier i C[Z] af grad hejst fire. Bade V; og V; er vektorrum over C. En mulig
basis for V; er givet ved maengden {1, Z, Z?, Z3}, mens en basis for V; er {1,Z, 72,73, Z*}. Derfor
er dim V; = 4 og dim V, = 5. Definér nu afbildningen L : V; — V, ved p(Z) — (i +2Z) - p(2).
Bemeerk, at vi for ethvert p(Z) € V; har (i +2Z) - p(Z) € V, ved brug af Ligning (5.1). Man kan
vise, at L er en lineeer afbildning. Hvis p1(Z), p2(Z) € Vi, og ¢ € C, s geelder der nemlig, at

L(p1(Z) +p2(2)) = (i+2Z)-(p1(Z) +p2(2))
= (i+2Z) p1(2) + (i+22Z) - p2(2)
= L(p1(2)) + L(p2(2))

og
L(c-p1(2)) = (i+2Z) -c-p1(Z) = c- (i +2Z) - p1(Z) = c- L(p1(2)).
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Eksempel 11.2.6

Som et afsluttende eksempel pa en linezer afbildning betragter vi afbildningen ev : C[Z] — C?
defineret ved p(Z) + (p(0), p(1)). For eksempel erev(Z? +Z +1) = (02 +0+1,12+1+1) =
(1,3). Man kan vise, at ev er en lineaer afbildning.

Vi afslutter dette afsnit med nogle generelle egenskaber ved linezere afbildninger. Forst ser
vi pd sammensatningen af to linezere atbildninger. Det vil veere en fordel, hvis leeseren forst
genopfrisker Afsnit 2.2, hvor vi definerede sammensetningen af to funktioner.

Saetning 11.2.1

Lad F veere et legeme og Vi, V5, V3 vektorrum over F. Antag yderligere, at L1 : V; — V5, og
Ly : V) — Vj er lineeere afbildninger. Da er sammenseetningen L, o L1 : V; — V3 ogsa en linezer
afbildning.

Bevis. Lad os velge vilkarlige u,v € V; og ¢ € F. Ved at udnytte lineariteten af L1 og L, samt
definitionen af sammenseetningen af to funktioner far vi

(LaoLy)(u+v) = Ly(Li(u+v))

= Ly(L1(u) + Li(v))
(
2

(
2(L1(u)) + La(L1(v))
= (LzoLy)(u)+ (LyoLy)(v)

—~

og
(LaoLy)(c-u) = La(L1(c-u)) = La(c- Li(u)) = ¢+ La(Ly(u)) = c- (Lp o L1)(u).

Ifolge Definition 11.0.1 er afbildningen Ly o Ly : V; — V3 dermed en linezer afbildning. O

Da enhver funktion f : A — B har et billede, nemlig meengden image(f) = {f(a) | 2 € A} som
behandlet i Afsnit 2.2, har en linezer afbildning L : V; — V, ogsa et billede. I lyset af Lemma
11.1.2 generaliserer dette ideen om sgjlerummet af en matrix til rammerne af generelle linezere
afbildninger. Man kan vise, at billedet af en lineeer afbildning L : V; — V; er et underrum i V5.
Af den grund, bruges ordet billedrum, fremfor billede. Begrebet kerne kan ogsé generaliseres fra
matricer til linezere afbildninger:

Definition 11.2.1
Lad F veere et legeme, V; og V, vektorrum over IF og L : Vi — V; en lineeer afbildning. Da er

kernen af afbildningen L:
kerL={veV; | L(v)=0}.

Notationen ker(L) kan ogsa bruges for kernen af en linezer afbildning L. Bemeerk at denne
definition er magen til definition af kernen af en lineeer afbildning L : F" — F"" som givet i
Definition 11.1.2. P4 samme made som for kernen af Ly kan man vise, at kernen af en lineser
afbildning L : V; — V; er et underrum i V;. Af den grund bruges nogle gange ogsa order nulrum i
stedet for kerne.

Eksempel 11.2.7

Lad os genbesoge Eksempel 11.2.1. Vi betragtede den lineaere afbildning D : C[Z] — C[Z], der
sender et polynomium p(Z) til dets afledte. De eneste polynomier, hvis afledte er 0, er konstante
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polynomier, det vil sige polynomier p& formen p(Z) = ay. Derfor er ker D = {agy | a9 € C} = C.
Bemeerk, at {1} er en basis for ker D, sd vi kan konkludere, at dimker D = 1.

Da denne teori senere vil blive anvendt i emnet om differentialligninger, tager vi her endnu et
eksempel, der involverer afledte.

Eksempel 11.2.8

Lad Co(R) veere vektorrummet af alle uendelig ofte differentiable funktioner fra R til R, som
behandlet i Eksempel 10.4.5. Lad os betragte afbildningen L : Coo(R) — Coo(R), hvor f — f' — f.
Som seedvanlig betegner f’ den afledte af funktionen f. Da f € Cw(R), er ogsd f’' uendelig
ofte differentiabel, séledes at f' € Co(R). Man kan vise, at L er en lineeer afbildning. Ved at
bruge Definition 11.2.1 ser vi, at kerL = {f € C&(R) | f' — f = 0}. Med andre ord: kernen
af L bestar af de funktioner f € Cw(RR), der opfylder, at den afledte af f er den samme som f
selv. Med endnu andre ord: kernen af L bestar af alle funktioner i Co(R), som er losninger til
differentialligningen " = f. Et eksempel pa en funktion, der opfylder denne differentialligning,
er eksponentialfunktionen exp : R — R defineret ved t — e'. Ogsé alle skaleringer f = ¢ - exp
med ¢ € R er losninger til differentialligningen f’ = f. Det er muligt at vise, at der ikke er flere
losninger i C(R) end disse. Derfor er ker L et endimensionelt underrum i Ce(R) med basis

{exp}.

Bemeerkning 11.2.1

Eksponentialfunktionen blev ogsa diskuteret i Eksempel 2.3.2, men dens dispositionsmeengde
blev dér defineret til R>. Strengt taget er eksponentialfunktionen fra Eksempel 2.3.2 derfor ikke
den samme funktion som eksponentialfunktionen i dette eksempel. Da begge funktioner afbilder
ethvert x € R til ngjagtig den samme veerdi, nemlig e*, er det dog en smule overflodigt at anvende
forskellige notationssystemer for disse funktioner. Af denne grund vil vi gennemgaende betegne
begge funktioner ved exp.

Eksempel 11.2.9

Som et sidste eksempel péd kernen af en linezer afbildning tager vi et kig pa afbildningen ev fra
Eksempel 11.2.6. Afbildningen ev : C[Z] — C2 blev dér defineret ved p(Z) ~ (p(0), p(1)). Derfor
har vi

kerev = {p(Z) € C[Z] | (p(0), p(1)) = (0,0)} = {p(2) € C[Z] [ p(0) = 0 A p(1) = 0}.

Det er muligt at beskrive kernen af ev mere specifikt. Lad os starte med at beskrive meengden af
polynomier p(Z), der opfylder p(0) = 0, altsa alle de polynomier p(Z), der har veerdien 0 som en
rod. Ved at benytte Lemma 5.6.2 konkluderer vi, at

{r(2) e C[2]| p(0) = 0} = {Z-4(Z) | 9(Z) € C[Z]
z

}-
Hvis bade p(0) = 0, og p(1) = 0,sd har vi, at p(Z) = Z - q(Z) for et q(Z) € C[Z], og p(1) = 0.
Men dette er aekvivalent med at sige, at p(Z) = Z - q(Z) foretq(Z) € C[Z], 0og q(1) = 0. Anvendes
Lemma 5.6.2 igen men nu for q(Z) og roden 1 ser vi, at g(Z) = ( 1)-s(Z) forets(Z) € C[Z].
Derfor fér vi, at p(Z) € kerev, hvis og kun hvis p(Z) = Z - (Z ) s(Z) forets(Z) € C[Z]. Vi
konkluderer derfor, at

kerev = {p(Z) € C[Z] | p(0) =0 A p(1) =0} ={Z- (2 -1)-5(Z) | s(Z) € C[Z]}.
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11.3 Lineaere afbildninger mellem endeligdimensionelle vektorrum

Lad os antage, at vi er givet et endeligdimensionelt vektorrum V over et legeme FF, hvor vi for
eksempel har dim V' = n. Da kan vi veelge en ordnet basis for V, som vi kan kalde g = (vy,...,vy),
hvor vy, ..., v, er lineert uatheengige vektorer i V. Som vi har set i Definition 10.2.5, kan vi for alle
v € V producere en unik koordinatvektor [v]z € F". Omvendt, er koordinatvektoren [v]z € F"
kendt, kan v bestemmes entydigt. I formler:

1
V=cvi+ v = Vg = | (11.4)

Cn

Fordelen med at bruge koordinatvektoren er at en vektor v i det abstrakte vektorrum V beskrives
ved hjeelp af en vektor i F”, som er et mere handgribeligt og konkret vektorrum. Vi vil i dette afsnit
ogsa beskrive linezere afbildninger mellem endlig dimensionelle vektorrum mere handgribeligt
og konkret ved hjeelp at matricer.

Lad os antage, at vi er givet en lineeer afbildning L : V; — V; som i Definition 11.0.1, og at
vi ved, at bade V; og V; er endeligdimensionelle vektorrum, for eksempel med dim V; = n og
dim V, = m. Vi kan sa veelge en ordnet basis for V3, lad os sige p = (vy,...,Vy), hvor vy, ..., v,
er lineeert uafheengige vektorer i V;. P4 samme made kan vi veelge en ordnet basis for V,, for
eksempel v = (wq,..., Wy), hvor wy, ..., wy, € V; er lineeert uafhengige vektorer i V,. Givet en
vektor v € V; som input, giver den lineaere afbildning L en vektor L(v) i V, som output. Men
nu at vi har valgt en ordnet basis § for V; og en ordnet basis y for V5, kan vi ogsd bestemme
koordinatvektorerne [v]g og [L(V)], og undersege om der er en sammenheeng mellem dem.
Sammenhzengen findes og gives i felgende saetning:

Seetning 11.3.1

Lad F veere et legeme og L : Vi — V; en lineeer afbildning mellem to endeligdimensionelle
vektorrum med dimV; = n og dimV, = m. Lad desuden  veere en ordnet basis for V;
og 7 en ordnet basis for V5. Lad ,[L]s betegne matricen hvis sejler er givet ved vektorerne
[L(v1)]y,. .., [L(Vy)],. Det vil sige:

y[Llp = [[L(vD)]y - - [L(V)]4]-

Da geelder for alle v € V; at
7[Llg - [Vlp = [L(9)]y-

Ydermere er matricen ,[L]s den eneste matrix med dette egenskab.

Bevis. Lad os veelge en vilkérlig vektor v i V; og skriv

Vi har set at der sa geelder at
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Bruges dette og at L er en lineeer afbildning, fas
L(v) =L(c1vi+ -+ cnvn) = c1L(v1) + - - - + cuL(vy).
Derfor geelder

[L(v)]y = [e1L(v1) + - +cnl(Va)ly
= ca[L(vi)]y + - +eu[L(va)]y

I den anden lighed har vi brugt Lemma 10.2.3. Bruges definitionen af matrix vektor produktet, fas
nu at

[L(V)]y = all(vi)ly+ - +eull(va)ly
€1
= [[L(vi)]y -+ [L(va)ly]
Cn
= 4[Llg-[vlp

Det beviser forste del af seetningen.

For at bevise at ,[L]g er unikt, antag at en matrix A opfylder at A - [v]z = [L(v)], for alle v i
V1. Lad i veere et vilkérligt heltal mellem 1 og 1. Bemeerk at koordinatvektoren [v;]z af den i'te
basisvektor fra B har et 1 tal i sin i’te koordinat og nuller ellers. Med andre ord: [v;] p = e;, hvor e
angiver den i'te standard basisvektor af [F", se Eksempel 9.2.1. Bemeerk yderligere, at den i'te sojle
iy[L]p er lig med [L(v;)], grundet konstruktionen af matricen - [L]g. P4 den anden side geelder
[L(vi)]ly = A-[vi]g = A - e;. Men produktet A - e; giver netop den i'te sejle i A. Vi ser at for alle i,
den i'te sejle i ,[L] og i A begge er lig med [L(v;)],. Dette viser, at ,[L]s = A og derved er den
sidste del af seetningen vist. O

Seetningen motiverer folgende definition:

Definition 11.3.1

Lad F veere et legeme og L : V; — V; en lineeer afbildning mellem to endeligdimensionelle
vektorrum med dim V; = n og dim V, = m. Lad desuden 8 veere en ordnet basis for V; og y en
ordnet basis for V5. Matricen

y[Llp = [L(vD)]y - - [L(Va)]4]-

fra Seetning 11.3.1 kaldes matrixrepraesentationen af eller alternativt afbildningsmatricen for L med
hensyn til de ordnede baser 8 og .

Bemeerk, at begrebet afbildningsmatrix pa engelsk kaldes mapping matrix. Pointen er nu, at vi i
stedet for at arbejde med den abstrakte linecere afbildning L : V; — V, kan veelge at arbejde med
den mere konkrete afbildningsmatrix. Vi giver nu en konsekvens af Seetning 11.3.1 efterfulgt af et
par eksempler.

Korollar 11.3.2

Lad IF veere et legeme og L : F" — F" en linecer afbildning. Lad € veere den ordnede standardbasis
for F" og €’ den ordnede standardbasis for F". Da geelder for alle v € F" at L(v) = /[L]¢ - v. Med
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andreord: L = L 1]

&°

Bevis. Fordi €, hhv. €/, er den ordnede standardbasis for [F", hhv. F", geelder for alle v € F" og
allew € [F™ at
[Vle=v og [w]s=w.

Bruges dette og Seetning 11.3.1 fas derfor:
L(v) = [L(v)]e = e[L]e - [V]e = [L]e - v

Bruges Definition 11.1.1, ses at dette faktisk viser at de lineaere afbildninger L og L (1), er den
samme afbildning.

Eksempel 11.3.1

Vi genbesoger Eksempel 11.2.5. I det eksempel var V; vektorrummet bestdende af polynomier i
C[Z] af hejst tredje grad og V, vektorrummet af polynomier i C[Z] af hejst fjerde grad. Derfor
kan vi som ordnet basis for V; veelge p = (1, Z, 72 73 ), mens en mulig ordnet basis for V, er
givetved v = (1, Z, 72, 78, Z4). Den lineere afbildning L : V; — V, beskrevet i Eksempel 11.2.5
afbildede et polynomium p(Z) til (i +2Z) - p(Z). Vi kan beskrive den linezere afbildning L ved
at undersoge, hvad der sker med basisvektorerne i den valgte ordnede basis 3, nar de passerer
igennem afbildningen L. Det gores nemmest ved at udtrykke resultatet som en linearkombination
af basisvektorerne i den valgte ordnede basis . Vi far:

L) = (i+2Z)-1=i+2Z, L(Z)=(i+2Z)-Z=iZ+27?
L(Z%) = (i+22) 2% =iZ? + 273, L(Z%) = (i+22) 78 =iz8 +27*
Lad os nu bestemme afbildningsmatricen , [L]g. Vi skal udregne [L(v;)], fori =1,...,4, hvor
B = (v1,v2,v3,vy) = (1,Z,72,73) er den valgte ordnede basis for V;. Da far vi:

i
2
[LivD)ly = [LW]y =[i+2Z], = | O
0
0
og tilsvarende
0 0 0
i 0 0
L)y =[L@D)y=| 2|, [LE)ly=[LZ)y=|i | og [Lval,=[L(Z)H=|0
0 2 i
0 0 2
Bruges Definition 11.3.1, fas
i 00O
2 1 00
yILlg=10 2 i 0
00 2 i
00 0 2
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Eksempel 11.3.2
Dette eksempel er en fortseettelse af Eksempel 11.2.4. Dér betragtede vi for « € R den linezere

afbildning R, : R> — RR? defineret ved R,(v1,v3) = (cos(a) - v, — sin(a) - vy, sin(a) - v +
cos(w) - v2). Ved at veelge den ordnede standardbasis f = ¢ = (1) , (1) for R? for

bade definitionsmeengden og dispositionsmeengden for den linezere afbildning R,, opnar vi, at

| cos(a) —sin(a)
7[Relg = l sin(a)  cos(a) ] ' (2l

Den folgende seetning forklarer hvordan afbildningsmatricer of sammenseaetning af linesere
afbildninger forholder sig til hinanden.

Seaetning 11.3.3

Lad FF vere et legeme og Vi, V, og V3 tre endeligdimensionelle vektorrum over IF. Lad desuden
B,y og ¢ veere ordnede baser for henholdsvis V3, V; og V3. Da geelder der, at

s[MoL]g = 5[M], - y[L]g for alle linezere afbildninger L : V1 — V, 0g M : Vo — V3.

Bevis. Vi ved fra Seetning 11.3.1 at 5[M o L] er den entydig bestemte matrix som opfylder at
sIMoLlg-[v]g = [(MoL)(v)]; for alle v € V;. Ved at bruge Seetning 11.3.1 for de linezere
afbildninger L og M, fas dog for alle vi V; at

o[M]y - 4[L]p - [V]p = s[M]y - [L(V)]y = [M(L(v))]s = [(Mo L) (v)]s.

Den sidste lighed geelder pa grund af definitionen af sammenseette funktioner. Entydigheden af
matricen s[M o L], giver nuat s[M o L]g = 5[M] - o [L]p. O

Seetningen angiver at sammenseetning af linezere afbildninger opferer sig peent med hensyn til
matrixrepraesentationer. Lad os se pd et eksempel pé dette.

Eksempel 11.3.3

Vi fortseetter med Eksempel 11.3.2. Vi har set, at hvis vi vaelger  og v til at veere standardbasen for
R?, s er o [R,] p som angivet i Ligning (11.5). Husk p4, at afbildningen R, : R? — R? geometrisk
kan forstas som en rotation om origo med vinklen « mod uret. For eksempel svarer R, til en
rotation pa 71/2 radianer (90 grader). Dette betyder, at R/, © R;/» = Ry, altsa en rotation pa

samlet 7t radianer (180 grader), hvorfor vi har, at R (v1,v2) = (—v1, —v2). Lad os tjekke det andet
punktiSeetning 11.3.3for Vi =V, = V3 =R%, =7 =5 = (1) o [ (1) ]) og L =M = Rz /3.

Sé pa den ene side har vi

5IRn/2ly = 7[Ray2lp = [ (1) _01 ]

s[Rrs2ly - y[Rrp2lp = l(l) I)l ] ‘ l (1) 701 1 - [ I)l _01 ]

og derfor
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Pa den anden side ser vi ved anvendelse af Ligning (11.5) med « = 7, at

-1 0
5[R7T/2 ORn/Z]B = 15[R7r]/5 = [ 0 —1 1 0

Vi konkluderer, at vi ganske rigtigt har 5[R,;/2 © R/2]p = §[Rr/2]y - 7[Ry /2] p, nojagtigt som det
bor veere.

Ved at udfere samme udregninger for M = Ry, og L = Ry, og udnytte, at Ry, 0 Ry, = Ry 14y,
opnar man, at

cos(ay) —sin(aq) ] . [ cos(apy) —sin(ap) ] _ [ cos(ay +ap) —sin(ag + an)
sin(a1)  cos(aq) sin(ap)  cos(ap) sin(ag +ap)  cos(ag + ap)

Denne identitet medferer faktisk additionsformlerne for cosinus og sinus, som vi benyttede i
beviset af Lemma 4.4.1:

cos(aq + ap) = cos(aq) cos(ap) — sin(aq) sin(ay)

0g
sin(aq + ap) = sin(a) cos(ay) + cos(aq) sin(ay).

Nogle gange kan et andet valg af ordnede baser giver en paenere afbildningsmatrix. Vi giver et
eksempel.

Eksempel 11.3.4
Lad F = Rog V; = R?, V, = R?, og lad

A:[;H.

Betegn ved L : R? — R? den linezre afbildning defineret ved v — A - v. Vi har for eksempel
La =1 I S U I e O I I
2 20 2 -2
1 11 1 2
L = . = )

1
0

(6]

Sporgsmal:

(a) Velg de ordnede standardbaser f = ¢ = ( l ] o l (1) 1 ) for V1 og V2, og bestem  [La]g-
-1

(b) Velg de ordnede standardbaser p = ¢y = ( l )

] , [ 1 ] > for V; og V3, og bestemy[LA]ﬁ.
Svar:
(a) Da v er valgt som standardbasen, og

[n]= s

+ 02
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(b)

har vi, at l % ] = [ 0 ] for alle v1,v; € R. Ved brug af Definition 11.3.1 far vi, at
(%) 02
Y

vlLals = [[Lalen)ly [Lale2)ly] = [La(er) La(e2)] = [A-e1 A-ea) = l 3 6 1 -

Man kan faktisk pa en lignende made se, at man for ethvert legeme [F og enhver matrix
A € F"* " har ,[La]g = A, hvis B og 7y er de ordnede standardbaser for F", henholdsvis F".

-1

Nu veelger vi de ordnede baser f = ¢ = ( [ )

1 , [ 1 ]) for V1 og V. Ved brug af
Definition 11.3.1 har vi, at

s = [ea([ 3 (3o -
-[[=] B

For at bestemme [w], for en w € R? skal man generelt lose et linezert ligningssystem. Mere
preecist, hvis vi skriver w = (w1, w,), er malet at finde nogle ¢1,¢; € R?, siledes at

1
e
Derfor skal vi lose systemet af linezre ligninger i de ubekendte c; og c; givet ved:
-1 1 . C1 . w1
2 1 @) wy )

Dette kan i princippet gores ved anvendelse af teorien fra Kapitel 6, alternativt ved at
multiplicere systemet pa begge sider af lighedstegnet med matricen.

!

Vi er dog heldige i dette tilfeelde, da vi direkte kan se, at

(A

+c2-

1] 1 1] [
=(-1)- , derf = ,
l o (—1) [ ) ] og derfor l L 0 ]
J dy L
samt _ - -
2 =2- 1 , hvilket medferer 2 = 0 .
2 | 1 2] |2

Vi konkluderer, at
-1 0
L = .
v[Lalp [ " 2]

Resultatet er en overraskende paen matrix, nemlig en diagonalmatrix (se Definition 8.1.3).
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Som det sidste i dette afsnit betragter vi matricer pa formen ,[L|g i et scenarie, hvor L er
identitetsafbildningen fra et vektorrum V til sig selv: idy : V. — V, v + v. Her er B og v
to, muligvis forskellige, ordnede baser for V. Fra Seetning 11.3.1 ser vi, at

ylidv]g - [v]g = [v], foralleveV. (11.6)

I ord siger Ligning (11.6), at hvis man ganger matricen ,[idy]|s med B-koordinatvektoren af
en vektor v i V, er resultatet y-koordinatvektoren af v. Vi har faktisk set en matrix med disse
egenskaber for i Seetning 10.3.1. Dette er ikke tilfeeldigt: disse matricer er faktisk det samme! Lad
os vise det i folgende lemma.

Lemma 11.3.4

Lad V veere et vektorrum af dimension n over et legeme F. Antag at f = (vl, cee, Vi) og
v = (W1,...,wy) er ordnede baser for V. Da er matricen , [idy |4 basisskiftematricen , Mg som
skifter fra -koordinater til y-koordinater. Med andre ord:

v[idV]ﬁ = [[Vl]“r o [Valq] -

Bevis. Dette er en direkt konsekvens af Seetning 11.3.1, fordi denne seetning medferer at

ylidvlpg = [[idv(v1)]y ... [idv(ve)]y] = [[Vi]y - [Valy]-

Eksempel 11.3.5
Lad V = {p(Z) € C[Z] | degp(Z) < 3}. B = (1,Z,7%,7%) og v = (Z3,7Z%,Z,1) er to ordnede
baser for V.

Sporgsmal: Bestem afbildningsmatricen . [idy]g.
Svar: Ifelge Lemma 11.3.4 behover vi kun at beregne basisskiftematricen som skifter fra S-

koordinater til y-koordinater. Den matrix har vi dog allerede bestemt i Eksempel 10.3.1. Derfor
fas:

000 1
. 0010
dlidvle=1 0 1 g o
1000

Nogle fakta om basisskiftematricer blev givet i Lemma 10.3.2. For at veenne os til den nye og
mere bekvemme notation . [idy |4 for basisskiftematricer, gentager vi lemmaet, men nu i den nye
notation.

Lemma 11.3.5

Lad FF veere et legeme, V et vektorrum over FF af endelig dimension 7 og B, v samt 6 ordnede baser
i V. Da geelder

(i) slidv]y -4 [idv]p = s[idv]s,
(i) p [idy] p = I, hvor I, betegner n x n-identitetsmatricen, og

(iii) ([idv]g)~" = glidv],.
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Bevis. Lemmaet blev allered vist da vi viste Lemma 10.3.2. For dem som gerne vil bruge theorien
fra dette kapitel gives et andet bevis. Dette bevis kan springes over dog.

Det forste punkt felger direkte fra Seetning 11.3.3. Det andet punkt geelder klart, da koordinaterne
af en vektor med hensyn til B ikke @endrer sig, hvis den ordnede basis p ikke @endres. Bemaerk for
det tredje punkt, at vi ifelge den ferste og anden del af lemmaet har . [idy]g - g[idv ], = 4 [idy], =
I, og pa samme made g[idy], - [idy]g = lidy], = L. Derfor er (,[idy]g) " = g[idy],. O

11.4 Anvendelser af matrixrepraesentationen af en lineaer afbildning

Nu hvor vi har muligheden for at repreesentere linesere afbildninger mellem endeligdimensionelle
vektorrum med en matrix, vil vi benytte dette til at beskrive mere detaljeret, hvordan man
bestemmer kernen og billedet af en linezer afbildning. Vi starter med at beskrive billedet.

Saetning 11.4.1

Lad F veere et legeme og L : V3 — V; en linecer afbildning mellem to endeligdimensionelle
vektorrum med dim V; = n og dim V, = m. Lad desuden g = (vy, ..., v;) veere en ordnet basis
for V1 og v = (W1, ..., Wy, ) en ordnet basis for V,. Da geelder at

image(L) = {w € V3 | [w]y € colsp(y[L]g)},

hvor colsp(,[L]g) betegner sojlerummet at afbildningsmatricen . [L]g. Desuden, hvis w/, ..., W/,

er vektorer i V, saledes at listen ([w1],, ..., [w}],) er en ordnet basis for colsp(,[L]s), s er listen
(w4, ..., w)) en ordnet basis for image(L).

Bevis. Lad w € V, veere givet. Forst vises pdstanden at w € image(L) hvis og kun hvis
(W], € colsp([L]g). Ferste delen af seetningen folger direkte fra pastanden.

For at vis pastanden, antag forst at w € image(L). Sa findes v € V; saledes at L(v) = w. Men i s&
fald geelder

Wiy = [L(V)]'y = ’Y[L]ﬁ ’ [V]ﬁ/

hvor den sidste lighed gelder pd grund af Seetning 11.3.1. Lemma 11.1.2 medferer nu at
[w]y € colsp(y[L]g). Omvendt, antag at [w], € colsp([L]g). Sa geelder ifolge Lemma 11.1.2,
at der findes en vektor u € IF" séledes at [w]|, = ,[L]s - u. Lad nu v € V; veere vektoren som
opfylder at [v]z = u. Da geelder at

W]y = ’Y[L]ﬁ U= W[L]ﬁ : [V]ﬁ = [L(v)]y,

som medferer at w = L(v). Men det betyder at w € image(L). Pastanden er nu vist.

For at vise seetningens anden halvdel, bemeerk at hvis w’l, e ,w;l er vektorer i V, saledes at
vektorerne [wil,, ..., [w}], alle er i colsp(,[L]4), s& medferer pastanden, som vi lige har vist,
at vektorerne w’l, ... 'W:i alle er i image(L). Desuden medferer Seetning 10.2.4 at vektorerne
wi, ..., W/ er linezert uafhaengige hvis vektorerne [w}],, ..., [w/], er linezert uafhzengige. For at
vise at listen (w/, ..., w/,) er en ordnet basis for image(L), kan vi derfor nejes med at vise at de
udspeender image(L). Dette demonstreres nu: lad w € image(L) vaere vilkarligt valgt. Forste
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halvdel af seetningen medferer at [w], € colsp(y[L]g). Fordi vi har antaget at ([w/],, ..., [w}];)
er en ordnet basis for colsp(,[L] ,g), findes skalarer ¢y, ..., c; € IF sdledes at

Wy =c1-[Wily + -+ ey - [wyly
Bruges Lemma 10.2.3, fés at
W]y = [e1- Wi+ +ca-wyly,

som medferer at
WZCl‘w,1+"'+Cd'WId'

Fordi w var valgt vilkarligt i image(L), har vi vist at vektorerne wj, ..., w/; udspaender image(L).
Seetningen er nu vist. O

Lad os betragte et eksempel.

Eksempel 11.4.1

Lad V; C C[Z] vaere underrummet af C[Z] bestdende af alle polynomier af grad hejst tre. Pa
lignende mdde, lad V, C C[Z] veere underrummet af C[Z] bestdende af alle polynomier af grad
hejst to. Listen B = (1, Z, Z?, Z3) er en ordnet basis for V; og v = (1,Z, Z?) en for V. Der betragtes
den lineare afbildning L : V; — V, defineret ved L(p(Z)) = p(0) + p(1)Z>2.

Spergsmal: Bestem en ordnet basis for image(L).

Svar: Der bestemmes ferst en ordnet basis for colsp(Lg), fordi Seetning 11.4.1 sa kan bruges til at
bestemme en ordnet basis for image(L). Derfor beregnes Ls afbildningsmatrix som forste trin i
svaret:

y[Llg = [ILD)]y [L(2)]y [L(Z%)]y [L(Z%)]y]
= [[Z*+ 1), [2%], (2%, [Z%])4]

— o o =

10 0
= 00 0
11 1
For at finde en ordnet basis for sgjlerummet af denne matrix (dvs. af rummet udspeendt af
matricens sgjler), bruges Seetning 9.2.1. Denne seetning forklarer hvilke udspaendende vektorer

kan fjernes nar en ordnet basis af en udspeending af nogle givne vektorer bestemmes. Vi skal
bruge den reducerede trappeform af matricen ,[L]g. Den viser sig til at veere folgende matrix:

1 0 0O
0 0 0O
0111

Fordi de forste to sejler af denne matrix indeholder de pivotelementer, konkluderes at de forste to
sejler i ,[L]s danner en ordnet basis for colsp([L]g). Men sa konkluderes ved hjeelp af Seetning
11.4.1 at (1 + Z2, Z?) er en ordnet basis for image(L).

Bemeerk at (1 + Z2, Z?) kun er én mulig ordnet basis for image(L). Man kan for eksempel
ogsa vist at listen (1, Z?) er en ordnet basis for image(L).

Nu beskrives kernen af en lineeer afbildning. Vi starter med en mere generel beskrivelse af
losninger til ligninger, der involverer en lineeer afbildning.
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Seetning 11.4.2

Lad FF veere et legeme og L : V; — V; en lineeer afbildning mellem vektorrum over [F. Lad ogsa en
vektor w € V; veere givet, og definér S = {v € V; | L(v) = w}. Da vil netop én af de felgende to
scenarier forekomme:

(i) S = @. Dette er tilfeeldet, hvis og kun hvis w ¢ image(L).

(ii) S ={vp +v|vekerL}, hvor v, € V; er en vektor, saledes at L(v,) = w.

Bevis. Hvis S = @, sa har ligningen L(v) = w ingen losninger. Dette er eekvivalent med udsagnet
om, at ingen vektor v € V; afbildes til w. Dette er igen det samme som at sige, at w ikke er i
billedet af L.

Hvis S # @, kan vi konkludere, at der findes en vektor v, € Vi, sdledes at L(vp) = w. Hvis Vv er
en vektor, sdledes at L(V) = w, sé ser vi ved at bruge lineariteten af L, at L(V —v,) = w —w = 0.
Derforer v — v, € ker L. Da ¥ = v, + (V — v;), og, som vi allerede har set, v — v,, € ker L, viser
dette, at S C {v, + v | v € ker L}. Omvendt, hvis en vektor er pa formen v, 4 v foret v € ker L,
sder L(vp +v) = L(vp) + L(v) = w+ 0 = w. Dette viser, at {v, +v | v € kerL} C S. Ved at
kombinere begge resultater, kan vi konkludere, at S = {v, +v | v € ker L}. O

Derfor er strukturen af losningsmeengden til en ligning pa formen L(v) = w fuldsteendig bestemt.
Vektoren v, hvis en sddan eksisterer, kaldes en partikuler losning. Bemaerk, i hvor hej grad dette
ligner Seetning 6.1.2. Det er ikke en tilfeeldighed. Lesningsmeengden til et system af lineaere
ligninger med totalmatrix [A|b] er trods alt den samme som lgsningsmengden til ligningen
La(v) = b. Desuden er ker L lig med losningsmeengden til det homogene system af linesere
ligninger med koefficientmatrix A. Derfor er Seetning 6.1.2 sddan set blot et seertilfeelde af Seetning
11.4.2.

Hvis bade V; og V; er endeligdimensionelle vektorrum, kan vi beregningsmeessigt lose en ligning
pé formen L(v) = w ved at lose et passende system af lineeere ligninger. Vi formulerer dette mere
preecist i den felgende seetning.

Saetning 11.4.3

Lad FF veere et legeme og L : V; — V; en lineeer afbildning mellem endeligdimensionelle vektorrum
over IF. Lad B = (vy,...,Vy) vaere en ordnet basis for V; og v = (w1, ..., Wy,) en ordnet basis for
V5. Sa geelder der, at

{veVi|L(v)=w}={ci-vi+ - -+cn - vy|c=(c1,...,cn) opfylder o[L]g - c = [w], }.
Seerligt er

kerL = {cy-vi+---+cn-Va|(cy...,cn) €kerqy[L]g}
= {V eWn ‘ [V]/g € kery[L]ﬁ}

Bevis. Antag, at L(v) = w. Daer [L(v)], = [w],, hvilket ved hjelp af Seetning 11.3.1 medforer, at
v[L]g[v]g = [W],. Hvis vi skriver (cy,...,cy) = [V]g,sderv = cy - vy + -+ ¢y - vy. Dette viser, at

{veVi|L(v)=w} C{cy-vi+ - -+cn-vy|c=(c1,...,cn) opfylder o[L]g - c = [w], }.
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Antag omvent, at ¢ = (cy,...,cn) € F" opfylder [L]g - ¢ = [w],. Vektoren v =c1 - vi + -+ ¢y -
vy, har egenskaben, at [v]g = c. Derfor er o [L]g - [v] = [W],. Ved at benytte Seetning 11.3.3 igen,
ser vi, at [L(v)], = [w],. Men sd er L(v) = w. Dette viser, at

{veVi|L(v)=w} 2 {c1-vi+ - +cn-vy|c=(c1,...,cn) opfylder o[L]g - c = [w],}.

Ved at kombinere ovenstdende to resultater folger den forste del af seetningen.

Bruges Ligning (11.4) og veelges w = 0, sa felger udsagnet om ker L. O

Pointen med denne satning er, at det for at bestemme alle losninger til ligningen L(v) = w er
nok at bestemme alle losninger til ligningen ,[L]4 - ¢ = [w],. Sidstnaevnte ligning er et system
af linezere ligninger med totalmatrix [,[L]g|[w]y], som vi kan lese ved hjelp af teknikkerne
fra Kapitel 6. Det faktum, at kernen af en linezer afbildning kan bestemmes ved hjeelp af
matrixrepraesentationen af den pdgeeldende afbildning, har felgende peene konsekvens, der
kendes som dimensionssaetningen for lineeere afbildninger. Bemeerk, at dette begreb péd engelsk kaldes
the rank-nullity theorem for linear maps.

Korollar 11.4.4

Lad IF veere et legeme og L : Vi — V; en lineaer afbildning mellem endeligdimensionelle vektorrum
over [F. Da geelder der, at

dim(ker L) + dim(image L) = dim V;.

Bevis. Hvis {vy,...,v;} er enbasis for ker L, sa er {[v1], ..., [V4]g} en basis for ker ,[L] jeevnfor
Seetninger 10.2.4 og 11.4.3. Defor er dim(ker L) = dim(ker ,[L]g). Derudover er dim(image L) =
dim(colsp ,[L]4) jeevnfer Seetning 10.4.4. Dermed folger resultatet fra dimensionsseetningen for
matricer (se Seetning 9.4.2). O

Eksempel 11.4.2

Dette eksempel er en variation af Eksempel 11.2.9. I det eksempel betragtede vi afbildningen
ev : C[Z] — C2 defineret ved p(Z) — (p(0), p(1)) og bestemte dens kerne. Lad nu V; C C[Z]
veere underrummet af C[Z] bestéende af alle polynomier af grad hejst tre. S er g = (1, Z, 22, Z3)
en ordnet basis for V;. For C2 veelger vi den ordnede standardbasis (e, ;). Lad os nu betragte
den lineare afbildning L : V; — C? defineret ved L(p(Z)) = (p(0),p(1)). Med andre ord: vi
afgreenser definitionsmeengden for ev til V; men eendrer ellers ikke noget.

Spergsmal: Hvad er kernen af den lineeere afbildning L beskrevet ovenfor? Hvad er alle lgsninger
til ligningen L(p(Z)) = (5,8)?

Svar: Vi kan bestemme ker L pa flere mader, men lad os her benytte Seetning 11.4.3. For at
bestemme ker L bestemmer vi forst kernen af ,[L]g. Vi har L(1) = (1,1) = 1-e; +1-ey,

L(Z) = (0,1) =1-ep, L(Z?) = (0,1) = 1-e 0g L(Z®) = (0,1) = 1 - e,. Derfor er

=190 Y]

Den reducerede trappeform af denne matrix kan i dette tilfeelde hurtigt bestemmes ved, at den
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forste reekke traekkes fra den anden raekke. Vi opnar matricen:

1 00 0

011 1]

Fra dette resultat far vi ved hjeelp af Seetning 6.4.4 og Korollar 9.2.3, at en basis for ker, [L] er
givet ved meengden

0 0
1 -1
1 || o
0 1

Dermed er en basis for ker L givet ved meengden {—Z + 72 -7+ Z3}, og vi har s3, at
kerL = {t; - (~Z+Z*)+ty- (~Z+Z%) | t,t, € C}.

Vi besvarer det afsluttende spergsméal om lesningerne til ligningen L(p(Z)) = (5,8) ved at
benytte Seetning 11.4.2. Det eneste, vi mangler, er en partikuleer lgsning. Vi kan igen omdanne
ligningen til et system af linezere ligninger, hvilket giver anledning til et system af inhomogene
lineeere ligninger med totalmatrix

(10 0 05 ]
11 18]
som har reduceret trappeform
1 0 0 015
i 01 1 13 |

En partikuleer losning (c1, ¢2, c3, c4) skal opfylde ¢; = 5 0g ¢z + ¢3 + ¢4 = 3. Derfor er (5,3,0,0)
en partikuleer losning, som svarer til polynomiet f(Z) = 5+ 3Z. Ved hjeelp af Seetning 11.4.2
konkluderer vi, at alle lesninger til ligningen L(p(Z)) = (5,8) udger maengden

(543Z+t1-(—Z+2Z%)+1tp-(-Z+ 2% | 4,1, € C}.

En lille sidebemeerkning: en anden made at bestemme ker L pa er at udnytte, at vi allerede har
bestemt kernen af ev : C[Z] — C? i Eksempel 11.2.9. Da har vi nemlig, at

kerL = kerevnVy
= {2-(2-1)-5(Z2) |s(2) eClz]} N\
{Z-(Z-1)-5(Z) |s(2) € C[Z],degs(Z) < 1}.

Her benyttede vi, at Z- (Z — 1) - s(Z) € Vj geelder, hvis deg(Z - (Z —1) -s(Z)) < 3. Da
deg(Z-(Z—-1)-s(Z)) =1+ 1+degs(Z),servi,at Z-(Z —1)-s(Z) € V;,nardegs(Z) < 1. Vi
lader det veere op til leeseren at kontrollere, at denne made at bestemme ker L pa giver samme
resultat som for.



lll Kapitel 12

Egenveaerdiproblemet og diagonalisering

Lad os tage et kig pa Eksempel 11.3.4 igen. Her arbejdede vi med matricen

A: 1 ]‘ ERZXZ
20

og den tilknyttede linezere afbildning L : R> — IR?. Vi s4, at hvis vi valgte den samme ordnede

2
var den resulterende afbildningsmatrix g[La]g for La seerligt peen:

glLalg = [ _01 g]

I dette kapitel underseger vi, i hvilket omfang dette kan geres for en vilkarlig kvadratisk matrix.

basis § = ( [ -1 ] , l 1 ] ) for bade definitionsmeengden og dispositionsmeengden for L,, sa

12.1 Egenvektorer og egenveerdier

Vi leegger ud med at studere linecere afbildninger af typen L : V — V. Forskellen fra vores
tidligere studier af lineaere afbildninger er, at vi nu antager, at definitionsmeengden for L er den
samme som dispositionsmengden for L, nemlig vektorrummet V.

Definition 12.1.1

Lad IF veere et legeme, V' et vektorrum over IF og L : V — V en linezer afbildning. Lad v € V veere
en vektor forskellig fra nulvektoren og A € FF en skalar, saledes at

Liv)=A-v.

Da kaldes vektoren v en egenvektor for den linezere afbildning L med egenveerdi A.

Bemzerk, at begreberne egenvektor og egenveerdi pa engelsk kaldes eigenvector, henholdsvis
eigenvalue.

220
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Definitionen angiver, at en egenvektor per definition altid er en vektor forskellig fra nulvektoren.
Grunden til dette er, at man typisk ensker at udelade uinteressante lgsninger til ligningen
L(v) = A-v. Valger man v = 0 og en hvilken som helst A € T, vil der nemlig altid geelde,
atL(v) = A-v,daL(0) =0,0gA-0=0. Bemerk ogsd, at en egenveerdi altid er et element fra
legemet IF, over hvilket V er et vektorrum. Intuitivt set er en egenvektor for en lineser operator L
en vektor, der skaleres, nar L opererer pa den. Vi kan opfatte A - v som en skalering af vektoren v
med faktor A. Se Figur 12.1 for en illustration.

L

SN

L(v) = Av

- | 1 2 3 4 5 -1 | 1 2 3 4 5

Figur 12.1: En egenvektor for en lineeer afbildning L.

For matricer kan man ogsa tale om egenvektorer og egenveerdier:

Definition 12.1.2

Lad FF vaere et legeme, n et positivt heltal og A € [F"*" en matrix. Lad v € [F" vaere en vektor
forskellig fra nulvektoren og A € [F en skalar, saledes at

A-v=A-v
Da kaldes vektoren v en egenvektor for matricen A med egenvaerdi A.

Bemeerk, at denne definition antager, at matricen A er en kvadratisk matrix. Som vi har set
tidligere, giver en matrix A € [F"*" anledning til en linezer afbildning L : F" — ™. Hvis
m = n, ser vi derfor, at en kvadratisk matrix A € [F"*" giver anledning til en lineeer afbildning
La : F" — F". Bemeerk, at v € F” er en egenvektor for en kvadratisk matrix A € F"*", hvis
og kun hvis v € [F" er en egenvektor for den linezere afbildning L : F* — IF". I den forstand
er Definition 12.1.2 blot et seertilfeelde af Definition 12.1.1. Matricer opfylder desuden, at hvis
legemet er valgt til at veere IF, sa er matricens egenveerdier per definition elementer i legemet IF.

Lad os gennemgé nogle eksempler.

Eksempel 12.1.1
Lad F = IR, og betragt matricen

aA=| 10O e 22
0 2
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Spergsmal: Bestem alle egenveerdier for matricen A samt en tilherende egenvektor for hver af
dem.

Svar: Antag, at v = (v1,v3) € R?\ {(0,0)} er en egenvektor med egenveerdi A. Ligningen
A -v = A vsvarer til de to ligninger —v; = Av; 0g 2vp = Av,. Disse to ligninger kan omskrives
til (=1 — A)v; = 00g (2 — A)vy = 0, som igen kan skrives p& matrixform som folger:

l_lo_A 28A1[21‘l8] (12.1)

Nu skelner vi mellem tre tilfeelde.

I det forste tilfeelde antager vi, at —1 — A # 0, 0g 2 — A # 0. Med andre ord: vi antager, at
A # =1, 0g A # 2. I dette tilfeelde er de diagonalelementer i matricen, der optraeder i Ligning
(12.1), begge forskellige fra nul. Derfor er den eneste losning til Ligning (12.1), at (v1,v2) = (0,0).
Men egenvektorer ma per definition ikke veere lig med nulvektoren, sa vi konkluderer, at der i
dette tilfeelde ikke findes nogen egenvektorer og derfor ej heller nogen egenveerdier.

I tilfeelde to antager vi, at A = —1. I dette tilfeelde har Ligning (12.1) losninger pa formen
(v1,0), hvor v; € R kan veelges frit. Derfor er A = —1 en egenveerdi for den givne matrix A. Som

egenvektor kan vi velge enhver vektor pd formen [ Z:)l 1, s leenge v; # 0. For eksempel er

en egenvektor for den givne matrix A med egenveerdi —1.

Slutteligt antager vi som det tredje og sidste tilfeelde, at A = 2. I dette tilfeelde har Ligning
(12.1) lesninger pa formen (0,v;), hvor v; € R kan veelges frit. Derfor er A = 2 en egenveerdi for

den givne matrix A. Som egenvektor kan vi veelge enhver vektor pa formen [ 1 , sa leenge

02

vy # 0. For eksempel er [ (1) ] en egenvektor for den givne matrix A med egenveerdi 2.

Ogsa hvis V er et uendeligdimensionelt vektorrum, giver definitionen af egenvektorer og
egenveerdier mening. Vi ser pa et eksempel af denne type.

Eksempel 12.1.2

Lad os betragte den linezere afbildning D : C[Z] — C|[Z] defineret i Eksempel 11.2.1. Vi arbejder
specifikt over legemet C, da vi i Eksempel 11.2.1 opfattede C[Z] som et komplekst vektorrum.
Afbildningen D blev defineret pa den made, at den sender et polynomium til sin afledte.
Spergsmal: Hvad er egenveerdierne for D? Find ogsa en tilsvarende egenvektor for hver
egenveerdi.

Svar: Vi leder efter polynomier p(Z) forskellige fra nulpolynomiet i C[Z] og skalarer A € C,
saledes at D(p(Z)) = A-p(Z). Lad p(Z) = ag + mZ + a,Z% + - - - + a, Z" veere et polynomium
forskelligt fra nulpolynomiet. Da D(ag + a1Z + a2Z? + - - - + ayZ") = a1 +2apZ + - - - +na, Z" 1,
vil graden af polynomiet D(p(Z)) typisk veere én mindre end graden af polynomiet p(Z)
selv. Den eneste undtagelse er, hvis p(Z) = ag, i hvilket tilfeelde D(p(Z)) = 0. Derfor kan
D(p(Z)) = A- p(Z) kun opfyldes for konstante polynomier. Hvis p(Z) er et konstant polynomium,
saer p(Z) = ap, og D(ag) = 0 = 0- ag. Dette viser, at 0 er den eneste egenvaerdi, som den linezere
afbildning D har. Ethvert polynomium p(Z) = a9 med a9 € C \ {0} er en egenvektor for D med
egenveerdi 0. Grunden til at nulpolynomiet ikke er en egenvektor for D, er, at egenvektorer per
definition skal veere forskellige fra nulvektoren. Som dette eksempel viser, kan en egenveerdi dog
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godt veere nul.

De tidligere to eksempler kunne antyde, at en lineeer afbildning altid har mindst én egenvektor,
men det er ikke tilfeeldet. Lad os se pa et eksempel, der viser det.

Eksempel 12.1.3
Rotationsafbildningen R/, : R*> — R? fra Eksempel 11.2.4 blev defineret ved R /2(v1,v2) =
(_UZ/ Ul ) .

Spergsmal: Har den lineare afbildning R/, : R? — R? nogen egenvektorer?

Svar: Lad os forst give et intuitivt svar og derefter et, der anvender definitionerne mere direkte.
Hvad den linecere afbildning R/, gor geometrisk, er at tage en vektor som input og returnere
vektoren roteret med 77 /2 radianer mod uret som output. Hvis en vektor forskellig fra nulvektoren
er en egenvektor, vil en rotation med 77/2 radianer skulle resultere i en skalering af inputvektoren.
Dette er intuitivt ikke muligt, sd vi vil forvente, at den lineeere afbildning R/, slet ikke har nogen
egenvektorer.

Lad os bevise dette ved hjelp af definitionerne. Hvis afbildningen R/, : R> — R? har
egenvektorer, findes der (v1,v7) € R?\ {(0,0)} og A € R, sdledes at R, /5(v1,v2) = A - (v1,02).
Tilsvarende er (—vp,v1) = (A -©v1,A - vy), hvilket igen kan omskrives til de to ligninger
—Av; — vy = 0 0g v1 — Avp = 0. Formuleret pd matrixform far vi matrixligningen

o]l

Ved at legge raekke to A gange til raekke et far vi ligningen —(1 + A2)v, = 0. Dette medforer, at
vy = 0, da A% + 1 ikke er nul for noget A € R. Benyttes den anden reekke ser vi, at ogsa v; = 0. Vi
konkluderer, at (v1,v2) = (0,0) er eneste losning. Men en egenvektor mé ikke veere nulvektoren,
s& den lineeere afbildning R/, : R* — R? har derfor ingen egenvektorer.

Fremgangsmaden til at bestemme de mulige egenvektorer og egenveerdier i de tidligere eksempler
foltes en smule ad hoc. Heldigvis findes der en procedure, der altid virker, hvis V har en endelig
dimension. Vi vil forklare denne procedure nu og leegger ud med egenveerdier for en kvadratisk
matrix.

Saetning 12.1.1

Lad F veere et legeme og A € [F"*" en kvadratisk matrix. Da er A € FF en egenveerdi for A, hvis og
kun hvis det(A — A - 1,,) = 0, hvor I, betegner n x n-identitetsmatricen.

Bevis. Hvis A € F er en egenveerdi for matricen A, s& findes der en vektor forskellig fra
nulvektoren v € F", sdledesat A-v=A-v.DaA-v=A-(I,-v) = (A-I,) - v, ser vi, at ligningen
A-v = A-vkan omskrives til A - v = (A - I,)v, som igen kan omskrives til (A —A-I,)-v = 0.
Dette viser, at det homogene system af linezere ligninger med koefficientmatrix A — A - I, har en
losning, der ikke er nullesningen. Ved at bruge Korollar 8.2.6 pd den kvadratiske matrix A — A - I;,
konkluderer vi, at det(A — A - I,;) = 0.

Omvendst, hvis det(A — A - I,,) = 0, medferer Korollar 8.2.6, at det homogene system af linezere
ligninger med koefficientmatrix A — A - I, har en lesning, der ikke er nullesningen. Enhver sadan
losning v € [F", der ikke er nullesningen, opfylder sa (A — A - I,,) - v = 0. Dette kan omskrives til
A -v = A-v. Derfor er v en egenvektor for A med egenvaerdi A. O
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For en given kvadratisk matrix A € [F"*" er udtrykket det(A — Z - I;) et polynomium i [F[Z] af
grad n. Dette polynomium kaldes det karakteristiske polynomium for A. Vi vil betegne det ved
pa(Z). Redderne i dette polynomium i legemet FF er netop alle egenverdierne for matricen A.

Eksempel 12.1.4
Seetning 12.1.1 gor det muligt at beskrive alle egenveerdier for en kvadratisk matrix. For eksempel
har vi for matricen

A:
0 2

-1 0 ] € R¥2,
som vi betragtede i Eksempel 12.1.1, at

0

-1—-Z
Z) =det(A —Z-1I,) = det
pa(Z) et( 2) e([ 0 o_7

) =(-1-2)-2-2)=(Z+1)-(Z-2).

Derfor er rodderne i det karakteristiske polynomium pa (Z) netop —1 og 2. Dette betyder, at
egenveerdierne for matricen A er —1 og 2. Ser vi tilbage pa Eksempel 12.1.1, kan vi gore svaret,
der blev givet dér, lidt kortere, da det forste tilfeelde, vi arbejdede p4, ikke leengere er nedvendigt.
Dér behandlede vi nemlig i det forste tilfeelde alle A, hvor A # —1, og A # 2, men vi ved nu, at
der ikke findes nogen egenvektorer med sadanne egenveerdier A.

Eksempel 12.1.5
Som et andet eksempel vil vi betragte matricen

A= |0 1 € R2%2,
1 0

Vi s& i Eksempel 11.3.3, at denne matrix repraesenterer den linezere afbildning R/, : R? — R?,
nar den ordnede standardbasis veelges for IR?. I det tilfeelde er
) =Z*+1.

Da vi arbejder over de reelle tal R, og polynomiet Z2 + 1 ingen redder har i R, konkluderer vi, at
matricen A, nar den betragtes over IR, ikke har nogen egenverdier og derfor heller ikke har nogen
egenvektorer.

=/ =l

pA(Z) = det(A —7Z- Iz) = det ( _y

Nu hvor vi ved, hvordan man finder egenverdier for en kvadratisk matrix, er det naturligt at
sporge, hvordan man finder egenvektorer. Vi vil vende tilbage til det spergsmal i det neeste afsnit.
I resten af dette afsnit vil vi forklare, hvordan man finder egenveerdier for en vilkarlig lineaer
afbildning L : V' — V, hvis V er et endeligdimensionelt vektorrum.

Saetning 12.1.2

Lad F veere et legeme, V et vektorrum over [F af dimension n og f = (vy,...,V,) en ordnet basis
for V. Daer A € FF en egenveerdi for en linecer afbildning L : V' — V, hvis og kun hvis A er en
egenveerdi for afbildningsmatricen 4[L].

Bevis. Hvis A € IF er en egenveerdi for den linezere afbildning L : V — V, sa findes der en vektor
v € V forskellig fra nulvektoren, siledes at L(v) = A - v. Derfor har vi jeevnfer Saetning 11.3.1,
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at g[L]g - [v]g = [L(V)]g = [A-V]p. Ved at anvende Lemma 10.2.3 har vi [A - v]g = A - [v]g. Ved
at kombinere disse to ligninger, far vi, at g[L]4 - [v]s = A - [v]. Derfor er [v]g en egenvektor for
matricen g4[L]s med egenveerdi A.

Antag omvendt, at A er en egenveerdi for afbildningsmatricen g[L]g. Da findes der en vektor
forskellig fra nulvektoren ¢ = (c1,...,cn) € ", som er en egenvektor for matricen 4[L]s med

egenveerdi A. Definerer vinuv = ¢;-vi+ - +¢, vy, € V,sder c = [v] B- Derfor har vi
lL]g - [v]g = A - [v]g, hvilket medferer [L(v)]g = A [v]g = [A-V]g. Dette medferer,at L(v) = A -v.
Derfor er A en egenveerdi for den lineeere afbildning L : V — V. O

Denne seetning viser, at hvis V er et endeligdimensionelt vektorrum, sa kan vi reducere
udregningen af egenvaerdier for en linecer afbildning L : V — V til udregningen af egenveerdierne
for den kvadratiske matrix 4[L]g, der repreesenterer den lineaere afbildning. Egenverdier af
kvadratiske matricer kan beregnes ved brug af Seetning 12.1.1. I Seetning 12.1.2 betyder det
ikke noget, hvilken ordnet basis  for V man veelger. Til fremtidig brug vil vi dog alligevel
undersoge effekten pa matricen, der repreesenterer L, af at veelge en anden ordnet basis. Her vil
koordinatskiftematricerne introduceret i Ligning (11.6) spille en vigtig rolle.

Lemma 12.1.3

Lad F veere et legeme, V et vektorrum over F af dimension n og L : V — V en lineeer
afbildning. Lad derudover § og 7 veere to ordnede baser for V, og betegn ved idy : V. — V
identitetsafbildningen v — v. Da geelder der, at

y[Lly = (glidv]y) ™" - p[Llg - glidv]y-

Bevis. Vived fra Lemma 10.3.2, at (glidy],) ! =, [idy]s. Derfor er

(plidv],) " glLlg - plidv], = olidv]g- slLlg - plidv]y

7
= 4lidv]g - p[Loidy]y
= ,lidyoLoidy],
= 4Ly
I den anden og tredje lighed benyttede vi Seetning 11.3.3. O

To kvadratiske matricer A € F"*" og B € F"*" kaldes similare, hvis der findes en invertibel
matrix Q € F"*", siledes at A = Q! - B- Q. Derfor kan Lemma 12.1.3 omskrives med ord
som felger: effekten af at vaelge en anden ordnet basis for V er, at matricen, der repraesenterer
L, erstattes af en simileer matrix. Det viser sig, at dette lemma ogsa forklarer, hvorfor det ikke
betyder noget, hvilken ordnet basis man veelger, ndr man udregner egenvaerdierne for en linezer
afbildning. Faktisk har vi felgende:

Seetning 12.1.4

Lad F veere et legeme, V et vektorrum over FF af dimension n og L : V — V en lineeer afbildning.
Lad yderligere 8 og -y veere to ordnede baser for V. Da er de karakteristiske polynomier for 4[L]g
0g y[L], identiske.
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Bevis. Lad os for nemheds skyld skrive Q = glidy],. Ved at anvende Lemma 12.1.3 ser vi, at:

P, (Z) = det(4[L]y —Z 1)
= det(Q ' 4[Llp-Q-Z 1)
det(Q"'-p[Llg-Q-2-Q ' Q)
= det(Q ' 4[L]p-Q-Z-Q7"-1,-Q)
= det(Q - (s[Llp — Z-1,)- Q)

Herefter kommer Seetning 8.2.3 til hjeelp. Ved brug af denne saetning kan vi nemlig fortseette som
folger:

pu,(Z) = det(Q'-(plLlg—Z-1,)- Q)
= det(Q ") -det(g[L]g — Z-1,) - det(Q)
= det(Q ") -det(Q) - det(g[L]g — Z - L)
= det(Q)"!-det(Q) - det(g[L]s — Z-1,)
= 1-det(g[L]g —Z-1y)
= det(g[Llp — Z-1n)
= Pyip(2):
Dette er netop, hvad vi skulle vise. O

Korollar 12.1.5
Med samme notation som fer er det g[L]g = det [L],.

Bevis. Dette folger ved at indseette Z = 0 i de karakteristiske polynomier p slL] ﬁ(Z) og
P,lLly (2). -

Vi kan nu definere det karakteristiske polynomium for en linezer afbildning L : V' — V, sa leenge
V er et endeligdimensionelt vektorrum.

Definition 12.1.3

Lad F veere et legeme, V et vektorrum over F af endelig dimension n og L : V — V
en lineeer afbildning. Da defineres det karakteristiske polynomium som polynomiet pr(Z) =
det(g[L]g — Z - 1,) € FF[Z], hvor B er en ordnet basis for V.

Grunden til, at denne definition giver mening, er, at valget af den ordnede basis j ifelge Seetning
12.1.4 ikke betyder noget: et andet valg vil ikke eendre det tilsvarende karakteristiske polynomium.
Pé en lignende made kan man, baseret pa Korollar 12.1.5, definere determinanten af en sadan
linecer afbildning: det L = detg[L]g.

Eksempel 12.1.6

Som et eksempel vil vi betragte en linezer afbildning, der ligner den linezere afbildning D :
C[Z] — C[Z] fra Eksempel 11.2.1. Dog er C[Z] et uendeligdimensionelt vektorrum, sa vi justerer
forst definitionsmeengden og dispositionsmeengden for afbildningen en smule. Lader vi V veere
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det komplekse vektorrum af polynomier af grad hejst tre, kan vi definere D : V — V som

p(Z) = p(2)"
Sporgsmal: Hvad er det karakteristiske polynomium pp(A) for den lineeere afbildning D?

Svar: Lad os veelge den ordnede basis 8 = (1,Z,72,Z3) for V. Da D(1) = 0,D(Z) = 1,D(Z7?) =
27,0g D(Z%) = 372, ser vi, at

010 0 ~Z 1 0 0

~ 0020 N 0 —-Z 2 0
Dl|g = , og derfor Dig—2Z -1 =

s1Dls 000 3 & slDls * 0 -Z 3

0000 0 0 0 -Z

Vi ser, at lg[ﬁ]lg — Z -1 er en ovre trekantsmatrix (se Definition 8.1.4). Dette betyder, at dens
determinant simpelthen er produktet af elementerne i dens diagonal, se Seetning 8.1.3. Derfor er
D’s karakteristiske polynomium pp(Z) = (—-2)* = Z*.

12.2 Egenrum

Indtil videre har vi hovedsageligt fokuseret pa, hvordan man finder en matrix’, henholdsvis
en linezer afbildnings, egenveerdier. I dette afsnit vil vi fokusere pa at finde alle de mulige
egenvektorer, der har en given egenveerdi.

Saetning 12.2.1

Lad F veere et legeme, V et vektorrum over F af endelig dimension n og L : V' — V en lineeer
afbildning. Antag, at A € F er en egenveerdi for L. Da er meengden

Ex={veV|Lv)=A v}

et underrumiV.

Bevis. Lad u,v € E) og c € F. Ifolge Lemma 10.4.2 kan vi konkludere, at E, er et underrumiV,
hvis vi kan vise, atu 4+ c- v € E,. Bemeerk nu, at

Llu+c-v)=Lu)+c-L(v)=A-u+c-A-v=A-(utc-v).

Derfor er u + ¢ - v € E,, hvilket var det, vi skulle vise. O

For kvadratiske matricer har denne saetning en direkte konsekvens.

Korollar 12.2.2

Lad F veere et legeme og A € F"*" en kvadratisk matrix. Antag, at A € [F er en egenveerdi for A.
Daer meengden E) = {v e F" | A-v = A-v}etunderrumiF".

Bevis. Dette folger af Seetning 12.2.1 anvendt pa den lineeere afbildning Lp : F* — F",
vi— A-v. O
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For en given linezer afbildning L : V' — V i et endeligdimensionelt vektorrum V, hvor A er en
egenveerdi for L, kaldes underrummet E, for egenrummet svarende til egenveerdien A for den linezere
afbildning L. Ligeledes, for en given kvadratisk matrix A € [F"*" kaldes underrummet E, for
egenrummet svarende til egenveerdien A for matricen A. Bemeerk, at det tilsvarende engelske
begreb er eigenspace.

Nu hvor vi ved, at meengden af alle egenvektorer tilherende en given egenveerdi A sammen med
nulvektoren danner et underrum E,, kan vi beskrive alle de egenvektorer, der eksisterer for en
given egenveerdi, ved at angive en ordnet basis for dette underrum E,. Heldigvis viser dette sig at
vaere endnu en anvendelse af teorien om systemer af lineaere ligninger. Forst og fremmest har vi:

Lemma 12.2.3

Lad L : V — V veere en lineeer afbildning mellem vektorrum over et legeme F, og antag,
at dimV = n. Antag videre, at A € [ er en egenveerdi til L. Da gelder der, at E, =
ker(L — A -idy). Tilsvarende hvis A € F"*" er en matrix, og A € F er en egenvaerdi for A,
daer Ey = ker(A —A-1,).

Bevis. Per definition har vi v € E,, hvis og kun hvis L(v) = A - v. Bemaerk, at L(v) = A - v, hvis
og kun hvis (L — A -id,)(v) = 0, hvilket igen er ackvivalent med at sige, at v € ker(L — A - I,,).
Anden del af lemmaet, der involverer matricen A, kan bevises pa samme madde. O

Som vi har set tidligere, svarer dét at bestemme vektorer i kernen af en matrix B med dét at finde
lgsninger til et homogent system af linezere ligninger med koefficientmatrix B. Desuden ved vi
allerede, hvordan man bestemmer en ordnet basis for lesningsrummet til et homogent system af
lineaere ligninger ved hjeelp af Korollar 9.2.3 og Seetning 6.4.4. Derfor beheover vi ikke at udvikle
nye veaerktejer for at kunne bestemme en ordnet basis for egenrummet E, for en matrix. Heller
ikke nar vi beskeeftiger os med den tilsvarende problemstilling for linezere afbildninger, behover
vi nye veerktojer: Seetning 11.4.3 medferer, at vi kan bestemme kernen af en lineeer afbildning
L:V — V ved at bestemme kernen af en matrix g[L|g, der reprasenterer den lineere afbildning,
hvor B er en ordnet basis for V. Vi er altsa allerede i stand til at finde egenvektorer i alle tilfeelde.
Lad os illustrere dette i to eksempler.

Eksempel 12.2.1
Lad os ferst betragte matricen

A= |0 1l
1 0

Vi har stodt pad denne matrix for i Eksempel 12.1.5, men bemeerk en vaesentlig forskel denne gang:
i dette eksempel arbejder vi over de komplekse tal C, da matricen er defineret som et element i
C?*2 fremfor som et element i R?*2. Som i Eksempel 12.1.5 har vi, at

>_zz+1.

Da vi arbejder over legemet C, har polynomiet Z? + 1 to redder, nemlig i og —i.

=/ =l

pA(Z) = det(A —7Z- Iz) = det ( _y

Spergsmal: Find en ordnet basis for egenrummet E;.



Kapitel 12 ||| 12.2 EGENRUM 229

Svar: Vi ved fra Lemma 12.2.3, at E; = ker(A —i-I,). Vi har

. —i —1
A—i-1I, = .

For at bestemme kernen af denne matrix, bringer vi den pa reduceret trappeform:

—i -1 — 1 —i

1 —i | Rp« R —i-Ry 0 0 |
Dette viser, at v = (v1,v;) € ker(A —i-1I,), hvis og kun hvis v; = i - v,. Derfor har vi:

Ei:ker(A—i~Ig):{c- l i 1 |C€C}.

En ordnet basis for E; er derfor givet ved
i
. .

Dette besvarer sporgsmalet. Pa en lignende made kan man vise, at en ordnet basis for E_; er
givet ved
=]
, .
Eksempel 12.2.2

Lad os genbesoge den linezre afbildning D : V — V introduceret i Eksempel 12.1.6. I det eksempel
var V det komplekse vektorrum af polynomier af hejst tredje grad, og D : V — V blev defineret
ved p(Z) — p(Z)'. Vi har allerede set i Eksempel 12.1.6, at pp(Z) = Z*. Derfor har D kun én
egenveerdi, nemlig 0.

=i =i
0 0

—
Ri+i-Ryq

Spergsmal: Find en ordnet basis for egenrummet Ey.

Svar: Vi ved fra Lemma 12.2.3, at Eg = ker(D — 0-idy) = ker D. For at finde en ordnet basis
for ker D bestemmer vi forst kernen af den matrix B D] g€ C**4, der repraesenterer D. Lad os
veelge den ordnede basis B = (1, Z, 72, Z3) for V. Vi har allerede set i Eksempel 12.1.6, at vi i dette
tilfeelde har:

0100

. 0020

D:

slLls 000 3
0000

Denne matrix er allerede pa trappeform, og vi kan direkte afleese, at (v1,vp,v3,v4) € ker B [D] B
hvis og kun hvis v, = 0, og v3 = 0, og v4 = 0. Derfor,

kerz[D]lg =< c- ceC
BL=1p

S O O
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Vi ser, at en ordnet basis for ker g[D]g er givet ved

S O O -

Basisvektoren (1,0,0,0) svarer til polynomiet1-1+0-Z+0- Z%2 +0- 7% = 1. Derfor ser vi ved
hjelp af Seetning 11.4.3, at
Eo=kerD={c-1|ceC}=C(C,

og at en ordnet basis for Eg er givet ved (1 ).

Lad os afslutte dette afsnit med en teoretisk overvejelse om egenvektorer, der vil blive meget
vigtig senere. Vi starter med en definition.

Definition 12.2.1

Lad FF veere et legeme, V et endeligdimensionelt vektorrum og L : V — V en lineer afbildning.
Antag, at A € F er en egenveerdi for L. Da defineres algebraisk multiplicitet am(A) af egenveerdien
A som multipliciteten af A som rod i det karakteristiske polynomium p; (Z) for L. Yderligere
defineres geometrisk multiplicitet gm(A) af egenveerdien A som dimensionen af E,.

Ligeledes defineres for en egenverdi A € F for en kvadratisk matrix A € F"*" am(A) som
multipliciteten af A som rod i det karakteristiske polynomium p4 (Z) for A, og gm(A) = dimE,.

Eksempel 12.2.3

I Eksempel 12.2.1 er egenveerdien i en rod med multiplicitet 1 i det karakteristiske polynomium
pa(Z) = Z% + 1. Derfor er am(i) = 1. I det eksempel sd vi ogs4, at E; er et vektorrum med
dimension én. Derfor er gm(i) = 1.

Eksempel 12.2.4

I Eksempel 12.2.2 er egenveerdien 0 en rod med multiplicitet 4 i det karakteristiske polynomium
pp(Z) = Z*. Derfor er am(0) = 4. I det eksempel sd vi ogsa, at E er et vektorrum med dimension
én. Derfor er gm(0) = 11 dette tilfeelde.

Som det sidste eksempel viser, behgver den algebraiske og den geometriske multiplicitet af en
egenveerdi ikke at veere ens. Vi har dog felgende saetning, der siger, at 1 < gm(A) < am(A). En
leeser, der er villig til at acceptere dette udsagn, kan fortseette til neeste afsnit.

Seaetning 12.2.4

Lad FF vere et legeme. Lad A € F vere en egenveerdi for en lineer afbildning L : V. — V
med dim V = n < oo eller en egenveerdi for en kvadratisk matrix A € F"*". Da geelder der, at
1 <gm(A) <am(A) < n.

Bevis. Hvis A er en egenveerdi, findes der per definition mindst én tilherende egenvektor. Derfor
ergm(A) =dimE, > 1.

Lad os for en egenveerdi A skrive s = gm(A) for nemheds skyld. Vi vil bevise seetningen i et
tilfeelde, hvor A er en egenveerdi for en lineeer afbildning L : V' — V alene, da tilfeeldet med en
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matrix A folger ved at betragte den lineaere afbildning La : F" — F". DadimE, = gm(A) =,
indeholder enhver ordnet basis for E, preecis s vektorer. Lad os velge en sadan ordnet basis, for
eksempel (vy,...,Vs). Veelg nu vektorer v yq,...,v, € V,sdledesat f = vy,...,Vs, Voy1,...,Vy
er en ordnet basis for V. Da L(v;) = A - v; for alle i mellem 1 og s, har vi

AL B
L =
plLlp l 0 C

for nogle matricer B € F*("=%) og C € F("~%)*("=5) hvor 0 betegner en (1 — s) x s-nulmatrix. S
har vi

(A—2) I B
0 C—-Z-1, |’

,B[L][S_Z'In = [
og derfor

pu(Z) = det(p[L]p - Z 1)

e e )
0 C-Z 1,

= (A—=2)°-det(C—Z I,_s).

I den sidste lighed anvendte vi induktion pa s og udviklede determinanten fra den forste sojle
for at bevise induktionens basistrin samt for at udfere induktionstrinnet. Nu er det klart, at
multipliciteten af A i p;(Z) er mindst s. Med andre ord: am(A) > s = gm(A), hvilket er praecis,
hvad vi enskede at vise. Den sidste ulighed am(A) < n folger, da am(A) er multipliciteten af
roden A i polynomiet p; (Z), og deg pr(Z) = n. O

12.3 Diagonalisering

I dette afsnit undersoger vi, hvorndr en lineeer afbildning kan repraesenteres ved en seerligt
flot matrix: en diagonalmatrix. Vi vil nemlig undersege, hvornar en linezer afbildning har en
diagonalmatrix som afbildningsmatrix. Vi giver derfor forst folgende definition:

Definition 12.3.1

Lad en lineer afbildning L : V' — V veere givet, hvor V er et endeligdimensionelt vektorrum over
et legeme F. Da siger man, at L kan diagonaliseres, hvis der findes en ordnet basis 8 for V, saledes
at den tilsvarende afbildningsmatrix g[L]g er en diagonalmatrix. Ligeledes, hvis A € F"*" er en
kvadratisk matrix, sa siger man, at A kan diagonaliseres, hvis A er simileer med en diagonalmatrix.

Det viser sig at for at opna diagonalisering, skal vi kunne veelge en seerligt flot ordnet basis, nemlig
en bestdende af egenvektorer. Derfor starter vi med et lemma om egenvektorer.

Lemma 12.3.1

Lad F veere et legeme, V et endeligdimensionelt vektorrum over F og L : V — V en lineeer
afbildning. Yderligere antages det, at A1,...,A; € F er forskellige egenveerdier for L, og der
benyttes notationen d; = gm(A;) fori =1,...,r. Hvis (V&i), . ..,vé?) fori =1,...,r er ordnede
baser for E,,, da er vektorerne

(1) 1) (r) ()

Vi eV e Ve e Vg
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lineeert uatheengige.

Bevis. Vivil bevise lemmaet ved hjeelp af induktion pa r.
Hvis r = 1, er der intet at bevise, da vi antager, at (vgl), .. .,vg)) er en ordnet basis for E,, .

Sé er vektorerne v%l), . ,vg) selvfolgelig linezert uatheengige. Lad nu r > 1, og antag som

induktionshypotese, at lemmaet er korrekt, hvis der er r — 1 forskellige egenverdier. Antag, at

rodi ,
Y Y v =0 (12.2)
i=1j=1
for nogle i € F. Vi skal vise, at ajj = Oforalei =1,...,rogj = 1,...,d;. Ved at
anvende den linezre afbildning L pa denne ligning og udnytte, at L(v](’)) = A;- v](.l), ser Vi,

aty 4 27;1 @A v](.i) = 0, hvilket kan omskrives til
r d; .

)\i . Z 0(1‘,]‘ . V](-l) =0. (12.3)
=1 j=1

Ganges Ligning (12.2) med A, og treekkes Ligning (12.3) fra resultatet, udgar leddet svarende til
i = r, mens hejresiden stadig er 0. Med andre ord:

r—1 d; . r—1 d; . r o d; . r d; .
Ap e Z Zﬂci,j 'V](l) — Z/\i‘ Zﬂéi,j‘V](-l) = A ZZaidwv](.l) — i Zai,fv](.l) = 0.
i=1j=1 i=1 j=1 i=1j=1 i=1 j=1
Ved at kombinere de to forste summer til én, far vi:
o 0 _ a6
ZZ(Ar_Ai)'“i,j'Vj = Z(Ar_Ai)'Z“i,j'Vj =0.
i=1j=1 i=1 j=1

Nu kan vi anvende induktionshypotesen og konkludere, at (A, — A;) - ajj = Ofori=1,...,r—1
ogj =1,...,d;. Daviantog, at alle egenveerdier er forskellige, ser vi, at A, — A; # 0 for alle i
mellem 1 og r — 1. Derfor er a;j =10 fori=1,...,r—1o0gj=1,...,d;. Ved at indszette dette i

Ligning (12.2), far vi, at 77 . vl

]
(r) (r)

da vi antog, at (v1 eV ) er en ordnet basis for E, . Dette fuldferer induktionstrinnet. Derfor
kan vi ved induktionsprincippet konkludere, at lemmaet geelder for alle r. O

= 0, og s& kan vi ogsa konkludere, at ;=0 forj=1,...4,,

Som vi har set tidligere, skal der veelges en ordnet basis j for V, for en lineeer afbildning L : V. — V
kan repreaesenteres ved en matrix g[L]g. Som vi vil se, er det en god ide at benytte egenvektorer
i sddan en ordnet basis. Egenvektorerne i Lemma 12.3.1 er lineeert uafheengige, hvilket er en
god start, men de kan ikke nedvendigvis udspeende hele rummet V. Det naeste lemma afklarer,
hvornar der findes en ordnet basis for V bestdende af egenvektorer.

Lemma 12.3.2

Lad [F veere et legeme, V et vektorrum over IF med dimension n og L : V' — V en linecer afbildning.
Da er folgende to udsagn aekvivalente:
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(i) V har en ordnet basis bestdende af egenvektorer.

(ii) Det karakteristiske polynomium for L er pa formen
p(Z2) = (=1)" - (Z=A)™ - (Z = A))™

for nogle Ay,...,A, € F og positive heltal m;, ..., m,. Yderligere er de algebraiske og
geometriske multipliciteter ens for enhver egenveerdi A;, altsd am(A;) = gm(A;) for
i=1,...,r.

Bevis. For at vise, at de to punkter er logisk eekvivalente, viser vi ferst (i) = (ii) og derefter (ii) =

Q).

(i) = (ii): Antag, at V har en ordnet basis S, der kun bestar af egenvektorer. Lad Ay,...,A, € F
veere egenveerdierne for L, og sortér egenvektorerne i S, sdledes at egenvektorerne med egenvaerdi
A1 kommer forst, derefter dem med egenveerdi A, og séd videre, afsluttende med egenvektorerne i
S med egenveerdi A,. Vi har sa konstrueret en ordnet basis

B = (V(l) (1) (r) (r)),

1 e VeV e,

(i)

i . . .
hvor vektorerne v, ..., VS,I.) fori =1,...,r er egenvektorerne i S med egenveerdi A;.

Nu har vi pa den ene side ny +np + - - - + n, = n, da antallet af vektorer i den ordnede basis
B er det samme som dimensionen af V. P4 den anden side har vi for alle i, at n; < gm(4A;), da

vgi), c VSZ.) er linezert uafhaengige vektoreri E, , og dim E,, = gm(A;). Derfor har vi:

n = np+---+n
< gm(Ay) + - +gm(Ay)
< am(Aq)+---+am(A,)
< degpr(Z2)
= n

Da vi bade startede og sluttede med n, skal alle uligheder vere ligheder. Dette viser, at
gm(A;) =am(A;) forallei =1,...,r, 0gat pr(Z) er pa den form, der er angivet i punkt (ii).

(ii) = (i): Antagnu, atpy (Z) = (=1)" - (Z = Ay)™ --- (Z — A;)™ for nogle forskellige Ay, ..., A, €
F og for positive heltal my,...,m,, hvor am(A;) = gm(A;) for allei = 1,...,r. Bemeerk, at
vi per definition har m; = am(A;), hvilket igen medferer, at m; = gm(A;), da vi antager, at
am(A;) = gm(A;) for alle i. Vi konkluderer, at n = deg pr.(Z) = gm(Aq) + - - - + gm(A,). Paden
anden side kan vi ifelge Lemma 12.3.1 finde praecis gm(Aq) + - - - + gm(A,) lineeert uafhaengige
egenvektorer for L. Ved at kombinere disse udsagn kan vi konkludere, at vi kan finde en ordnet
basis for V, der bestar af egenvektorer. O

Nu er vi klar til at vise hovedresultatet af dette afsnit.
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Seetning 12.3.3

Lad V veere et endeligdimensionelt vektorrum over et legeme FF. En lineeer afbildning L : V — V
kan diagonaliseres, hvis og kun hvis det karakteristiske polynomium for L er pa formen
p(Z) = (=1)"-(Z = Aq)™ ---(Z — Ay)™ for nogle Aq,..., A, € F, og am(A;) = gm(A;) for
enhver egenveerdi A;.

Bevis. Ved at bruge Lemma 12.3.2 er det nok at vise, at L kan diagonaliseres, hvis og kun V har en
ordnet basis bestdende af egenvektorer.

Derfor antager vi forst, at L kan diagonaliseres. Da findes der en ordnet basis 3 for V, siledes at
g[L]p er en diagonalmatrix. Men dette medferer, at enhver vektor i B er en egenvektor. Derfor har
V en ordnet basis bestdende af egenvektorer, nemlig f.

Antag omvendt, at V har ordnet basis f = vy, ..., v;, der kun indeholder egenvektorer. Si er den
tilherende afbildningsmatrix g[L|s en diagonalmatrix med egenverdier tilhorende vy, ..., v, i sin
diagonal. O

Korollar 12.3.4

En matrix A € F"*" kan diagonaliseres, hvis og kun hvis det karakteristiske polynomium
for A er pa formen pa(Z) = (—-1)" - (Z — A)™ ---(Z — A,)"™ for nogle Aq,...,A, € F, og
am(A;) = gm(A;) for enhver egenveerdi A;.

Bevis. Dette folger af Seetning 12.3.3 anvendt péd den lineeere afbildning L : F" — F". O

Korollar 12.3.5

Lad V veere et endeligdimensionelt, komplekst vektorrum. En linezer afbildning L : V — V kan
diagonaliseres, hvis og kun hvis am(A;) = gm(A;) for enhver egenveerdi A; for L. Ligeledes er en
kompleks matrix A € C"*" simileer med en diagonalmatrix, hvis og kun hvis am(A;) = gm(A;)
for enhver egenveerdi A; for A.

Bevis. Hvis legemet, vi arbejder over, er C, folger det af Seetning 5.6.3, at det karakteristiske
polynomium py (Z) kan skrives som et produkt af dets ledende koefficient samt led pd formen
Z — A. Derfor er denne betingelse i Seetning 12.3.3 altid opfyldt, hvis F = C, og den kan derfor
fijernes. Seetning 12.3.3 medforer derefter det, vi onsker. Beviset for korollaret i tilfeelde af en
kompleks matrix A € C"*" udferes pa tilsvarende vis. O

Eksempel 12.3.1

Betragt den linezere afbildning D : V — V introduceret i Eksempel 12.1.6. I det eksempel var V
det komplekse vektorrum af polynomier af hejst tredje grad, og D : V — V blev defineret ved

p(Z) = p(2)'.
Spergsmal: Kan den linezre afbildning D diagonaliseres?

Svar: Fra Eksempel 12.1.6 ved vi, at p5(Z) = Z*. Med notationen fra Setning 12.3.3 har vi,
atr =1, 0g Ay = 0. Desuden er am(0) = 4, da 0 er en rod med multiplicitet fire i p5(Z). I
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Eksempel 12.2.2 har vi set, at Ej er et endimensionelt vektorrum med ordnet basis ( 1). Derfor er
gm(0) = dim Eg = 1. Da gm(0) < am(0), medferer Seetning 12.3.3, at den lineeere afbildning D
ikke kan diagonaliseres.

Eksempel 12.3.2
Betragt matricen

A=

0 -1
1 0 |
som vi arbejde med i Eksempel 12.2.1, og som ogsa optradte i Eksempel 12.1.5.

Sporgsmal 1: Kan matricen A diagonaliseres, nar vi arbejder over de reelle tal R? Hvis ja, bestem
en matrix Q € R?*?, sgledesat Q! - A-Qeren diagonalmatrix.

Spergsmal 2: Kan matricen A diagonaliseres, ndr vi arbejder over de komplekse tal C? Hvis ja,
bestem en matrix Q € C2*2, siledesat Q1 - A-Qeren diagonalmatrix.

Svar pa Spergsmal 1: Vi fandt i Eksempel 12.1.5 frem til, at pa (Z) = Z% + 1. Da Z% + 1 ikke har
nogen reelle rodder, kan det ikke skrives pd den form, der kreeves i Korollar 12.3.4. Derfor er
matricen A ikke diagonalisérbar over R.

Svar pa Spergsmal 2: Det karakteristiske polynomium pa (Z) = Z2 + 1 har to komplekse redder,
nemlig i og —i. Desuden har vi, at Z?> + 1 = (Z — i) - (Z +i). Derfor er am(i) = 1 og am(—i) = 1.
Da vi ved fra Seetning 12.2.4, at 1 < gm(A) < am(A) for enhver egenveerdi A, konkluderer vi,
at gm(i) = am(i) = 1, og gm(—i) = am(—i) = 1. Dermed er alle betingelser i Korollar 12.3.4
opfyldt. Vi konkluderer, at den givne matrix A er diagonalisérbar over de komplekse tal.

Nu bestemmer vi eksplicit en invertibel matrix Q € C?%2, saledes at Q" 1AQ er en
diagonalmatrix. Lad os ved € betegne standardbasen for C?. Daer ¢[La]c = A. For at diagonalisere
A, diagonaliserer vi simpelthen den tilsvarende lineeere afbildning L. For at gere det, skal vi
finde en ordnet basis for C? bestdende af egenvektorer. I Eksempel 12.2.1 s4 vi, at:

E; har ordnet basis ([ ; ]) , og  E_; harordnetbasis <[ _11 ]) )

Derfor er p = ([ ;

anvendelse af denne ordnede basis har vi, at afbildningsmatricen g[La|p er en diagonalmatrix
med egenveerdierne tilhorende vektorerne i den ordnede basis f§ i sin diagonal. Derfor er

glLalp = [6 i)i ]

For at finde matricen Q, sdledesat Q! - A-Qeren diagonalmatrix, ser vi nu, at

1 , l _11 ] ) en ordnet basis for C? bestdende kun af egenvektorer. Ved

plLalp = plideale - e[Lale - elidcels = elidee] 5" - A - elidce]p.

Derfor kan vi simpelthen veelge Q = c[idc2]g, koordinatskiftematricen fra B-koordinater til
e-koordinater. Denne matrix indeholder egenveerdierne i  som sejler. Derfor er

Q = c[ide2]p = [ i _1i ]
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den matrix, vi leder efter. Ved en kontrol ser vi ganske rigtigt, at
-1
i —i o 1| i —i|_|i 0
11 1 0 11 0 —i|

12.4 Fibonacci-tal genbesogt

I Eksempel 3.1.2, mere preecist i Ligning (3.3), gav vi et eksempel pa en rekursivt defineret sekvens
aftal F, F, F3, ... kaldet Fibonacci-tallene:
1 hvisn =1,
F,=141 hvisn = 2, (12.4)
F,_1+F, » hvisn>3.

Denne rekursion kan ogsa udtrykkes ved hjeelp af matricer. Faktisk ser man direkte fra Ligning

(12.4), at
Fu (| B for alle n > 3.
F, 1 10 Fu2

Denne matrixform ger det muligt at finde en lukket formel som beskrivelse af Fibonacci-tallene.
Forst og fremmest har vi felgende:

Lemma 12.4.1
For alle n > 2 geelder der, at:

FAREI ]

Bevis. Dette kan vises ved hjeelp af induktion pa n med basistrin n = 2. Detaljerne overlades til
leeseren. =

For at finde en lukket formel for F;,, er det nok at finde en lukket formel for potenser af matricen

P:“H.

Vi vil diagonalisere P for at gore dette. Det viser sig nemlig, at hvis en matrix kan diagonaliseres,
er det muligt at finde et lukket formeludtryk for dens potenser:

Lemma 12.4.2

Lad FF veere et legeme og A € F"*" en kvadratisk matrix. Lad Q € IF"*" veere en invertibel matrix,
sdledesatQ~!-A-Qeren diagonalmatrix A med elementerne A4, ..., A, isin diagonal. Da er

An:Q-An-Qil.

Desuden er A" en diagonalmatrix med elementerne A, ..., A} i sin diagonal.
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Bevis. Med induktion pa n kan man vise, at (Q~'-A-Q)" = Q°!-A".Q forallen > 1. Da
Q1A Q=A, folger resultatet. At vise, at A" er en diagonalmatrix med elementerne A}, ..., A}
i sin diagonal, er let ved induktion péa n. O

Pointen med dette lemma er, at det gor beregningen af potenser af en matrix relativt let,
hvis matricen er diagonalisérbar. Lad os nu vende tilbage til matricen P. Det karakteristiske

polynomium for P er
1=z 1 =7>-7Z-1.
1 —Z

Derfor er egenveerdierne for P Ay = % og Ay = % Dette betyder allerede, at matricen P er
diagonalisérbar. For at finde den enskede koordinatskiftematrix, skal vi finde en ordnet basis for
egenrummene. For at finde en ordnet basis for egenrummet E) , bemeerker vi, at

P\ L=| 2
e [ 1 715\/5 Ry <+ Ry — Ay - Ry 0 0

pp(Z) = det <

Dermed har vi, at en ordnet basis for E,, er givet ved

([2])

Ligeledes kan man vise, at en ordnet basis for E,, er givet ved
]
1+v5 :
L 2

N T S T T e P -1 -1
0 1-v6 | 7 | 1=v6 146 11 0| | 1= 15 |
2 2 2

hvilket medferer, at

p_ |1 1] -1 L5 11 ]
11 0| | =5 16 | 0 1-v5 | | 1= 1+v5 ’
2 2

Ved anvendelse af Lemma 12.4.2 til udregning af potenser af P samt Lemma 12.4.1 ser vi nu, at

SRR

-

ol |
Sp_x
a1

Derfor er

S

N‘
N

n—2

) [_1 _11 e 0 [_1 1 ] M
- 1-v5 145 | n=2 1T 1-v5 145 ' :
2\[ +2f 0 (—1’2\/5) 2\f +2f 1
Efter at have beregnet alle matrixprodukterne pa hejre side, opnar man at
1 (15" 1 (15!
[a]: B (2) -5 (99)
Fy— (BT ()T |
ol L (89) -5 (99)
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hvilket forklarer, hvor Ligning (3.4) kom fra.

I dette afsnit fokuserede vi pd Fibonacci-tallene, men meget lignende teknikker kan benyttes til at
finde lukkede formeludtryk for andre rekursivt definerede sekvenser af tal. Vi vil ikke forfelge
dette yderligere her.

12.5 Ekstra: Hvad hvis diagonalisering ikke er mulig?

Dette afsnit er ikke nedvendig leesning og kan springes over. Det er ment som ekstra materiale for
en leeser, der har tiden og motivationen til det.

Som vi har set i det foregadende afsnit, er diagonalisering af en lineeer afbildning L : V — V
ikke altid mulig. I dette afsnit vil vi arbejde med den beremte Jordans normalform. Neglen til
diagonalisering var at undersege egenrummet E, = ker(L — A -idy) for en given egenveerdi A.
Vi definerede gm(A) = dim E,, og har set, at diagonalisering af en matrix eller lineer afbildning
kraever, at betingelsen gm(A) = am(A) er opfyldt. Hvis gm(A) < am(A), viser det sig, at man
kan undersoge kernerne af potenser af den linezere afbildning L — A -idy. Her skal den i'te potens
f' af en funktion f : V — V forstds som den i-foldige sammensaetning af f med sig selv (altsa

fl'=f, f> = fo f og sa videre).

Lemma 12.5.1

Lad FF veere et legeme, V et n-dimensionelt vektorrum over IF og L : V. — V en lineeer afbildning.
Antag yderligere, at A € [F er en egenveerdi for L. Da geelder der, at

ker(L — A -idy) C ker((L — A -idy)?) C ker((L — A -idy)?) C
Yderligere,

(i) hvis ker((L — A - idy)’) = ker((L — A -idy)™*1) for et positivt heltal i, sa er ker((L — A -
idy)") = ker((L — A -idy)™) for alle m > i, og

(ii) ker((L — A -idy)") = ker((L — A -idy)"*+1).

Bevis. Det er klart, at kernen af (L — A - idy)/*! for alle i er et underrum i kernen af (L — A - idy ).
Hyvis ligheden holder for nogle 7, s& opnar vi ved dimensionsseetningen for linezere afbildninger,
se Korollar 11.4.4, at ogsa billederne af de linezere afbildninger (L — A -idy )i*1 og (L — A -idy)’ er
ens. Sa har vi, at

m(L—A-idy)™*? = (L—A-idy)*3(V)
= (L=A-idy)((L = A-idy)" (V)
= (L=A-idy)((L = A-idy) (V)
= (L—A-idy)*(V)

(V
= im(L—A-idy)™!

)
= im(L — A-idy)".
Men sa ser vi, igen ved at bruge dimensionsseetningen for lineaere afbildninger, at kernen af

(L — A -idy)i*? er lig med kernen af (L — A -idy ). Ved induktion pa m kan man pa samme made
vise, at kernen af (L — A -idy )™ for enhver m > i er lig med kernen af (L — A -idy)".
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Betragt nu sekvensen af underrum:
ker(L — A -idy) C ker((L — A -idy)?) C ker((L — A -idy)?) C ...

Fra det foregdende ved vi, at hvis ligheden holder et eller andet sted i sekvensen, sa vil lighederne
holde fra da af. Derfor findes der et e > 1, sdledes at

ker(L — A-idy) € --- C ker((L — A -idy)®) = ker((L — A -idy)*t) = ...

For hver skarp inklusion eges dimensionen af underrummet med mindst én. Da dimV = n,
og dimker(L — A -idy) = dimE, > 1, kan dette hojst ske n gange. Derfor er e < n. Seerligt er
ker((L — A-idy)") = ker((L — A -idy)"+1). O

Saetning 12.5.2

Lad F veere et legeme, V et n-dimensionelt vektorrum over IF og L : V — V en lineeer
afbildning. Antag yderligere, at A € F er en egenveerdi for L, og skriv U = im(L — A -idy)" og
W = ker(L — A -idy)". Da geelder der, at

() L(U) C U, og L(W) C W.
(i) dimU +dimW =dimV,og UNW = {0}.

(iii) Enhver vektori V kan skrives som en sum af en vektor i U og en vektor i W.

Bevis. Vihar set i det tredje punkt i Lemma 12.5.1, at W = ker(L — A -idy )" = ker(L — A -idy)"*1.
Velgnuetw € W. Daerogsa (L—A-idy)(w) € W, da (L —A-idy)"((L — A -idy)(w)) =
(L=A-idy)((L —A-idy)"(w)) = (L — A -idy)(0) = 0. Derfor er L(w) — A -w € W, hvilket
medforer, at L(w) € W. Vi kan konkludere, at L(W) C W. Ligeledes, hvis u € U, sa
er (L—A-idy)(u) € U, fordi vi, hvis u = (L — A -idy)"(v) for nogle v € V, har, at
(L=A-idy)(u) = (L—A-idy)((L = A -idy)"(v)) = (L—=A-idy)"((L — A -idy)(v)) € U.
Derfor er L(u) — A - u € U, hvilket medferer, at L(u) € U. Vi kan konkludere, at L(U) C U.

Dimensionssetningen for lineaere afbildninger anvendt pa den lineeere afbildning (L — A -idy)" :
V — V medforer straks, at dimU + dim W = dim V. Nu beviser vi, at UNW = {0}. Lad
u € UNW. Vioensker at vise, at u = 0. Forst og fremmest, da u € U, findes der v € V, saledes at
u=(L—A-idy)"(v). For det andet, dau € W, harvi (L — A -idy)"(u) = 0. Ved at kombinere
disse to, ser vi, at

(L—A-idy)?"(v) = (L — A -idy)"*(u) = 0.

Med andre ord, v € ker(L — A -idy)?". Men Lemma 12.5.1 medferer, at ker(L — A - idy)?" =
ker(L — A -idy)", og derfor v € ker(L — A -idy)". Menséd eru = (L — A -idy)"(v) = 0, hvilket
er, hvad vi enskede at vise.

Givet en ordnetbasis fi; = (uj, ..., u,) for U og en ordnet basis By = (wy, ..., ws) for W. Forenes
de to, far vi en ordnet basis = (By, Bw) for V. Faktisk kan det faktum, at U N W = {0} bruges
til at vise, at vektorerne i § er linesert uatheengige, mens identiteten dim U + dim W = dim V
medferer, at f indeholder praecis n vektorer. Givet en vilkarligt valgt v € V kan vi nu skrive v pa
precis én made som en linearkombination af u; og wj, nemlig v =) a; - u; +}; B; - wj. Viser, at
yini-u; € Uog)Bj-wj € W, hvoraf det sidste punkt i seetningen folger. O
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Korollar 12.5.3

Skriv med samme notation som i Seetning 12.5.2 p; (Z) = (A — Z)®™A) . 4(Z) for en passende valgt
q(Z) € F[Z]. Betegn ved L|w : W — W, henholdsvis L|i; : U — U, linezere afbildninger opndet
ved afgreensning af definitionsmeengden og dispositionsmeaengden for L til U, henholdsvis W. Da
er pr(Z) = pr|,(Z2) - pr,, (2), 0g A er ikke enrod i py |, (Z).

Bevis. For en givet ordnetbasis fi; = (uy, ..., u,) for U og en givet ordnet basis By = (W1, ..., Ws)
for W har vi allerede set i beviset for Seetning 12.5.2, at = (By, Bw) er en ordnet basis for V. Da
vived, at L(U) C U, og L(W) C W, vil matricen 4[L]s € F"*" have formen

— | Bu [L}ﬁu 0
5[L]ﬁ = [ 0 ” [Lh;w ‘| . (12.5)

Dette medferer, at p.(Z) = py|,(Z) - pr|,, (£). Bemerk nu, at A ikke kan vere en rod i py, (2).
Hvis dette var tilfeeldet, ville der eksistere en u € U forskellig fra nul, saledes at L|;;(u) = A - u.
Da vi per definitionen af den lineere afbildning L|; har L|;;(u) = L(u), ville dette medfere,
at (L— A -idy)(u) = 0. Men sd ville vi have u € ker(L — A - idy), hvilket ville medfere, at
u € ker(L — A -idy)" = W. Da vi har set, at U N W = {0}, ville vi opn4, at u = 0, i modstrid med
vores antagelse. O

Lad os nu vende tilbage til det, vi prover at opna: at finde en matrix, der repreesenterer L, der
er sd simpel som mulig. Ligning (12.5) er et vigtigt skridt pa vejen. Faktisk har vi reduceret
problemstillingen til to enklere opgaver: at finde en simpel matrix, der repreaesenterer L|;;, og en,
der repreesenterer L|. Desuden er A ikke en rod i det karakteristiske polynomium for L|;;, sa
for at handtere egenveerdien A for L behever vi kun at fortseette undersogelsen af den linezere
afbildning L|w. Lad os forst fa en intuitiv idé om, hvad der foregar. Hvis am(A) = gm(A), kan vi
finde en ordnet basis By for W, der bestar udelukkende af egenvektorer for L, alle med A som
egenveerdi. S4 er

Bw [L]ﬁw =[A-L,

hvor s = dim W. Hvad vi gjorde i forrige afsnit var essentielt set blot at gentage denne procedure
for en anden egenvaerdi og opdele matricen, der repraesenterer L|;;, i mindre blokke. Sa leenge
den algebraiske og geometriske multiplicitet af egenveerdierne altid er den samme, vil vi ende
med at have diagonaliseret hele matricen.

Men hvad sker der s§, hvis am(A) > gm(A)? Vi kan stadig finde en ordnet basis By for W,
der bestar af egenvektorer til egenveerdien A, men vi har ogsa brug for nogle flere vektorer i
Bw, der ikke er egenvektorer. Sagt pa en anden mdde: hvis am(A) = gm(A), sder W = E,,
saledes at ker(L — A -idy) = ker((L — A -idy)"). Men hvis am(A) > gm(A), sa indeholder W
E,, men er ikke lig med det. S& tilsyneladende er ker(L — A -idy) € ker((L — A -idy)"). Dette
medferer specifikt, at ker(L — A -idy) € ker((L — A -idy)?) ved anvendelse af Lemma 12.5.1.
Hvis vi veelger en vektor w € ker((L — A -idy)?) \ ker(L — A - idy), har den den paene egenskab,
atL(w) —A-w = (L—A-idy)(w) € ker(L — A -idy) = E,. Lad os definere v = L(w) — A - w.
Viser,at L(v) = A-v,dav € E,, og L(W) = A-w + v, ud fra den made vi definerede v pa. Sa
hvis vi kun ser péa effekten af L pa det todimensionelle underrum i V udspeendt af v og w, som
har den ordnede basis (v, w), kan vi repraesentere L ved matricen

!
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Dette giver en forste idé om, hvad man kan forvente mere generelt om en matrix, der repraesenterer
L. Specifikt motiverer det til folgende:

Definition 12.5.1
Lad F veere et legeme, og A € FF. En Jordanblok af sterrelse e er en matrix J.(A) € F°*¢ pd formen

A1 0

Je(/\) =
1
0 A

Lemma 12.5.4

Lad L : V — V veere en lineeer atbildning, dim V = n og A en egenveerdi for L. Lad yderligere
W = ker((L — A -idy)"). Da findes der en ordnet basis for W, sdledes at L|yy : W — W,
restriktionen af L til W, har en afbildningsmatrix A(A) pa formen

Jl?] ()\) 0
AM) = :

0 Je (A)

for et positivt heltal s og positive heltal ey, .. ., ¢;.

Bevis. Det vil veere praktisk at skrive W; = ker((L — A -idy)’) og ; = dim W;. Bemeerk, at
W; = E,. Lad nu e veere den sterste eksponent, sdledes at W,_1 C W,. Sd er W, = W og
1 <r<---<r =dmW. Lad B = (wy,...,W;,) veere en ordnet basis for W med den
yderligere egenskab, at (wy, ..., w;,) er en ordnet basis for W; for alle i.

Vi konstruerer nu gradvist en anden ordnet basis for W, som vi kan kalde 7. Forst og fremmest
tilfojer vi til v vektorerne w; for ethvert i mellem r,_; + 1 og .. Grundet denne konstruktion vil
vektoren w; for ethvert i mellem 7,1 + 1 og . ligge i W, men ikke i W,_;. Betragt nu vektorerne

wi; = (L—A-idy)/(w;) for j = 0,...,e — 1. Bemaerk, at vektoren w; ; ligger i W,_; men ikke i
W,—j—1. Bemeerk ogsa, at w; = w; ¢ for ethvert i mellem 7,1 + 1 og 7e.

Forst heevder vi, at vektorerne w; ,_ er lineeert uafhengige. Hvis 2?“27871 L% Wie 1 =0,sder
e «; - w; € W,_1 og derfor i udspaendingen af vektorerne wy, ..., w,, .. Men da vektorerne
i=re_1+1 ) P & e—1

Wi,..., Wy, er lineeert uatheengige, medforer dette, at a; = O forallei =r,_1 +1,..., .. Dernaest

heevder vi, at vektorerne Wi medi=r,_1+1,...,7r,08]=0,...,e —1er lineeert uatheengige.

Hvis ); Z]‘i’;é w;j-w;; = 0,sé anvender vi (L — A - idy)¢~! og far ligningen Y ;&0 - Wi, 1 = O.

Derfor er «;p = 0 for alle i. Ved at anvende lavere og lavere potenser af (L — A -idy) til ligningen

Y Z;;é a; ;- w;; = 0opndr man induktivt, at a;; = 0 for alle i og j.

Derfor giver det mening at inkludere alle vektorerne w;; i 7. Mere preecist definerer vi nu
Y = (W7871+1,e,1, . rwre,1+1,01 e /Wre,eflr e ,W,F,Q). Vi har (L —A- 1dV)(wl,]) = W,',]'_H for
j=0,...,e—=2,0g (L—A-idy)(w;,_1) = 0. Dette medferer, at

L(Wi,j) =A- Wi+ Wi forj=0,...,e—2o0g L(Wi,e—l) =AW, 1.



Kapitel 12 ||| 12.5 EKSTRA: HVAD HVIS DIAGONALISERING IKKE ER MULIG? 242

Vi har nu rent faktisk vist, at restriktionen af L til underrummet udspeendt af w; ; kan repraesenteres
ved en blokdiagonalmatrix med r, — r,_1 mange matricer J.(A) i sin diagonal.

For ethvert j mellem 0 og ¢ — 1 udspaender vektorerne w; ; med i varierende fra r,_1 + 1 til r, et
underrum i W,_ ;. Hvis dette underrum er lig med W, _; for alle j, sd er y en ordnet basis for W,
der giver anledning til en matrix, der repraesenterer W pa Jordans normalform, som vi har set.
Huvis ikke, s lad j veere den mindste veerdi af j, sdledes at dette underrum ikke er hele W, jr 08
definér é = e — j. Lad sa Wy, ..., W, € W; vaere vektorer, siledes at

(Wl, .. ~/w7’g_1rW1/ . ,Wd, WV371+1,]7’ . ’wrg,f)

er en ordnet basis for W;. Vi fortseetter pd samme made som for og definerer vektorer
w;; = (L—A-idy)/(W;), som vi tilfgjer til v, og som vil give anledning til Jordanblokke af
storrelse ¢ i matricen, der repreesenterer L.

Fortseetter vi pd denne made, vil vi ende med en ordnet basis v, der giver anledning til en matrix
pa Jordans normalform, som repraesenterer restriktionen af L til W. O

Seetning 12.5.5

Lad FF vere et legeme, V et endeligdimensionelt vektorrum og L : V — V. Antag, at
der eksisterer forskellige Ay,...,A, € FF samt positive heltal my,...,m,, siledes at py(Z) =
(=D)"-(Z—Aqy)™ ---(Z — Ay)™. Da kan den linezere afbildning repraesenteres ved en matrix pa

formen
A(Aq) 0

0 | AN

hvor hver matrix A(A;) € F"i*™i er pa formen som i Lemma 12.5.4.

Bevis. Vi beviser saetningen med induktion pd antallet af egenveerdier. Vi bruger den samme
notation for U og W som i Seetning 12.5.2. Hvis r = 1, er W = V og derfor L| = L. Derfor folger
resultatet fra Lemma 12.5.4. Lad nur > 1. Lad A = A; € F vaere en egenveerdi for L. Fra Lemma
12.5.4 konkluderer vi, at vi kan veelge en ordnet basis for W, siledes at L|}y er repraesenteret ved
en blokdiagonalmatrix med Jordanblokke J, (A) i sin diagonal. Yderligere har vi fra Korollar
12.5.3, at A, ikke er en egenveerdi for L|j;, mens det karakteristiske polynomium for L|; er en
divisor af P (Z). Derfor er induktionshypotesen gyldig. O

Matricen givet i Seetning 12.5.5 siges at veere Jordans normalform af matricen A.

Korollar 12.5.6
Lad A € C"*" vaere en kompleks matrix. Da er A simileer med en matrix pa Jordans normalform.

Bevis. Hvis vi arbejder over de komplekse tal, folger det fra Seetning 5.6.3, at pa (Z) kan skrives
som et produkt af dets ledende koefficient, som er (—1)", og led af formen Z — A. Derfor geelder
Seetning 12.5.5. O



llll Kapitel 13

Systemer af linezere ordinaere
differentialligninger af farste orden med
konstante koefficienter

I dette kapitel vil vi leere nogle familier af differentialligninger at kende. Differentialligninger
anvendes ofte til modellering af processer, der forekommer i naturen. De optraeder i naesten alle
omrader af anvendt eksakt videnskab, som (kvante)mekanik, (bio)kemi, dynamik i biologiske
systemer, bygningsteknik, studiet af elektriske komponenter og kredsleb og mange flere. Teorien
om differentialligninger er omfattende, og vi vil i denne tekst tage et forste kig pa nogle seerlige
tilfeelde. Inden vi gar i gang, vil vi fastsaette et par konventioner og notationsformer, som vi vil
benytte i resten af dette kapitel.

Som vi har set i de forgdende kapitler, angiver en funktion f : A — B generelt en afbildning
mellem to meengder. I dette kapitel vil vi altid antage, at funktionens definitionsmaengde A er
meengden af reelle tal R. Hvis dispositionsmeengden B er lig med IR, vil vi kalde den en reel
funktion. Hvis B = C, er der tale om en kompleks funktion med reelt input. Bemeerk, at man
pa engelsk, hvis B = IR, kalder funktionen en real-valued function, og hvis B = C, kalder den en
complex-valued function.

Bédde reelle funktioner og komplekse funktioner med reelt input forekommer mange steder i
matematikken, iszer i analysen. De teknikker og vaerktgjer fra linezer algebra, som vi har diskuteret
hidtil i de foregdende kapitler, kan ogsa anvendes i analysen. Vi vil komme til at se, hvordan
veerktojer fra lineeer algebra kan benyttes til at lose bestemte typer af differentialligninger. I grove
treek kan man opfatte en differentialligning som en made at finde funktioner pa, der har yderligere
egenskaber, som involverer funktionens afledte. Vi forudseetter, at leeseren er bekendt med den
afledte af en reel funktion. Nar en reel funktion f : R — R er givet, betegner vi ved f’ den
afledte af f, forudsat at den eksisterer. Funktionen f’ : R — R er igen en reel funktion, og derfor
kan man forsege at bestemme den afledte af f'. Hvis den eksisterer, betegnes den typisk ved
f" eller f(?). P& denne méade kan man rekursivt definere for n > 3, at funktionen ) : R — R
er den afledte af f("~1), forudsat at den eksisterer. Vi har set denne notation i Eksempel 10.4.5,
hvor vi introducerede det reelle vektorrum Cq (IR), som bestar af alle uendelig ofte differentiable
(reelle) funktioner. Man kan ogsé skrive f(9) = f og f() = f’. I teorien om reelle funktioner og
komplekse funktioner med reelt input er det ganske almindeligt at skrive en funktion som f(t) i
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stedet for at skrive f : R — R (for reelle funktioner) eller f : R — C (for komplekse funktioner
med reelt input). I resten af dette afsnit vil vi ofte benytte denne skrivemade.

Lad os nu dykke ned i, hvad der menes med en n’te-ordens ordineer differentialligning. Vi vil i
resten af denne tekst ofte for nemheds skyld skrive ODE i stedet for ordinzer differentialligning,
hvilket er en forkortelse for det tilsvarende engelske begreb “ordinary differential equation”.

Definition 13.0.1

Lad n veere et naturligt tal. En n’te-ordens ordineer differentialligning (ODE) er en ligning pa
formen

F(fO(t),.... f/(5), f(),8) =0,

hvor F er en funktion, der tager n + 2 variable som input.

En losning til en sédan ODE er en reel funktion f(t), saledes at

F(FO (1), .., £ (), £(),1) = 0

for alle t € IR. Betragt som et forste lille eksempel folgende: funktionen f(t) = e’ er en losning til
ODFE’en f'(t) — f(t) = 0, fordi der geelder, at (e')’ = ¢’. Vi kommer til at se mange flere eksempler
senere.

Der findes mange variationer og mere raffinerede definitioner. I nogle tilfeelde ensker man for
eksempel, at F(f(")(t),..., f'(t), f(t),t) = 0 kun behover at geelde for alle ¢ i en delmzengde af RR.
Men alt, hvad vi behover pa dette tidspunkt, er en intuitiv forstaelse af, hvad en ODE er, og derfor
vil vi ikke ga i dybden med sadanne variationer her.

I denne tekst vil vi koncentrere os om en seerligt interessant type ODE, hvortil veerktojer fra den
linecere algebra kan anvendes, kaldet en linecer ODE. Lad os definerer en sddan i det felgende:

Definition 13.0.2

En linezr ODE er en differentialligning der kan bringes pa formen L(f(t)) = ¢(t), hvor
q(t) € Co(R) er en funktion, og L : Co(R) — Co(R) er en linecer afbildning. Hvis g(t) er
nulfunktionen, kaldes den linezere ODE en homogen linezer ODE, og ellers kaldes den en inhormogen
linecer ODE.

Ogsa her findes variationer: lgsningerne behover ikke ngdvendigvis at veere uendelig ofte
differentiable, ej heller definerede pa hele IR. Men som neevnt vil vi ikke dykke ned i sadanne
detaljer i denne tekst men fremhaever i stedet den linezere algebras rolle.

Tager vi et tilbageblik pd den lineeere afbildning fra Eksempel 11.2.8, der blev defineret som
L(f(t)) = f(t) — f'(¢), ser vi nu, at den lineeere ODE L(f(t)) = ¢(t) simpelthen svarer til
differentialligningen f’(t) — f(t) = g(t). Pointen med at studere linezere ODE’er i forbindelse med
linecer algebra er, at s& geelder Seetning 11.4.2, som kan beskrive strukturen af losningsmaeengden.
Lad os se pd nogle flere eksempler.

Eksempel 13.0.1

Er folgende ODE’er lineeere eller ej? Afger for de ODE’er, der er linezere, om de er homogene eller
inhomogene.

@) f"(t) +2f'(t) + f(t) = cos(t)
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(b) e f(t) +cos(t) - f(t) =0
© (f())?*+f(t)=0

Svar:

(a) Den givne ODE er linezer med L(f(t)) = f"(t) +2f'(t) + f(t) og q(t) = cos(t). Da g(t) ikke
er nulfunktionen, er det en inhomogen linezer ODE.

(b) Den givne ODE er linezer med L(f(t)) = e’ - f'(t) + cos(t) - f(t) og q(t) = 0. Da g(t) er
nulfunktionen, er det en homogen linezer ODE.

(c) Den givne ODE er ikke linezer pa grund af leddet (f'(t))>.

Man er ofte primeert interesseret i reelle funktioner som lesninger til en ODE, men nogle gange
er det praktisk ogsa at se pd losninger, der er komplekse funktioner med reelt input. For os vil
hovedarsagen veere, at sadanne funktioner kan benyttes til at finde tilsvarende reelle funktioner
som lesninger til en ODE. Lad os derfor forklare, hvordan man bestemmer den afledte af en
kompleks funktion med reelt input. For en givet funktion f : R — C kan man for ethvert t € R
skrive f(t) = f1(t) +if2(t), hvor f1(t) = Re(f(t)) er realdelen af f(t), og f2(t) = Im(f(¢)) er
imaginerdelen af f(t). P4 denne made giver enhver kompleks funktion af typen f : R — C
anledning til de to reelle funktioner Re(f) : R — R defineret som ¢ — Re(f(t)) ogIm(f) : R — R
defineret som t — Im(f(¢)). Omvendt kan vi, givet to reelle funktioner fj : R - Rog f> : R = RR,
definere en kompleks funktion f = f1 +i- fo som t — f1(f) +i- fo(t). Hvis de afledte af f; og f>
eksisterer, kan vi nemlig definere den afledte af f som funktionen ' = f] +i- f}. Tilsvarende kan

vi for ethvert ikke-negativt heltal # definere den n’te-afledte som f(") = fl(n) +i- fz(n>, forudsat
at bade fl(") og fz(n) eksisterer. Med disse konventioner pa plads kan vi derfor ogsa tale om

komplekse funktioner med reelt input som lesninger til en ODE. Vi vil se eksempler pd sddanne
lgsninger senere.

Efter denne korte introduktion til, hvad en linezer ODE er, tager vi et kig pa nogle seerlige tilfeelde
og eksempler i de folgende afsnit.

13.1 Lineeere farsteordens ODE’er

Som Definition 13.0.1 viser, udger en forsteordens ODE en relation mellem en funktion f(t)
og dens afledte f'(t). For eksempel er f'(t) = f(t) en forsteordens ODE, men ogsa et mere
kompliceret udtryk som
sin(f(1)f'(1)) = f'(1)* + ¢

er en forsteordens ODE. For at bringe disse eksempler pa formen som i Definition 13.0.1,
omskriver vi blot udtrykkene, sa hejresiden bliver lig nul. For eksempel kan det forstneevnte
udtryk i forrige seetning skrives som f’(t) — f(t) = 0, mens det andetneaevnte kan skrives som
sin(f(t)f'(t)) — f'(t)? — ¢! = 0. Lad os gennemga et par eksempler pa forsteordens ODFEer.

Eksempel 13.1.1
Undersog, om funktionen f(t) =

(@ f/(t) —2£() =0

¢?! er en losning til en af folgende ODFE'er:
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(b) f(t)2 — 4f(t) =0
(© In(f'(t) — In(f()) = In(2)

Svar:

(a) Ved anvendelse af keedereglen far vi, at f/(t) = (%)’ = ¢?(2t)" = ¢?'2 = 2¢?!. Derfor geelder
der, at
FI(t) = 2f(t) = 26* — 2¢* = 0.
Vi konkluderer, at funktionen f(t) = e? er en lesning til ODE’en f'(t) = 2f(t).

(b) Vi har set, at f'(t) = 2¢*. Derfor geelder der, at
()2 —4f(t) = (2%)% — 40 = 4(e*")? — 46 = 464 — 4¢*" £ 0.
Derfor er funktionen f(t) = e ikke en losning til ODE’en f'(t)? — 4f(t) = 0.
(c) Hvis f(t) = e*, far vi, at
In(f'(t)) — In(f(t)) = In(2e*) — In(e*) = In(2) + In(e*) — In(e*) = In(2),

s& funktionen f(t) = % er en lesning til ODE’en In(f'(t)) — In(f(t)) = In(2).

Lad os tage endnu et kig pd ODE’en f'(t) = f(t). Vi neevnte tidligere, at funktionen f(t) = ¢!
er en losning til denne ODE. Men den er ikke den eneste losning. For eksempel opfylder begge
funktionerne f(t) = 2¢' og f(t) = —5e! ogs4, at f'(t) = f(t). Faktisk er enhver funktion pa
formen f(t) = c- ¢!, hvor ¢ € R er en konstant, en lesning til ODE’en f(t) = f(t).

Man kan vise, at enhver lesning til ODE’en f'(t) = f(t) er pa formen f(t) = c - e'. En sddan
beskrivelse af alle de mulige losninger til en ODE kaldes dens fuldsteendige losning. Vi benyttede
begrebet fuldsteendig lesning pa en lignende mdde, da vi beskrev lesninger til systemer af lineaere
ligninger i et tidligere kapitel. Ved brug af denne terminologi kan vi sige, at den fuldsteendige
lesning til ODE’en f'(t) = f(t) er givet ved f(t) = c- e, hvor ¢ € R.

Det kan vaere sveert at finde et eksplicit udtryk for den fuldsteendige losning til en ODE. Men for
nogle klasser af ODE’er er det muligt. Vi vil nu se pa en sddan klasse. En ODE pa formen

F1() =a(t)f(t) +q(t), (13.1)

hvor a(t) og g(t) er funktioner i variablen ¢, kaldes en linear forsteordens ODE. Bemeerk, at
funktionen ¢ () pa engelsk kaldes forcing function. Da der ikke findes et tilsvarende ofte-benyttet
dansk begreb, vil vi i denne tekst benytte det engelske begreb i danske sammenhaenge ogsa. En
ODE som i Ligning (13.1) er faktisk lineeer ifelge Definition 13.0.2: veelg blot en linezer afbildning
defineret som L(f(t)) = f'(t) — a(t) f(t) samt en funktion g(t) som givet, og sé viser ligningen
L(f(t)) = q(t), at f'(t) —a(t)f(t) = q(t), hvilket er ekvivalent med differentialligningen
£118) = a(t) £(1) +a(0).

Som et eksempel er ODE’en f’(t) = f(t) en lineeer forsteordens ODE: veelg blot 2 : R — R som
funktionen defineret ved t — 1 og g : R — R som funktionen defineret ved ¢t — 0, og Ligning

(13.1) er hermed reduceret til ligningen f/(t) = f(t).

Ifelge Definition 13.0.2 kaldes ODE’en fra Ligning (13.1) homogen, hvis dens forcing function ¢(t)
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er nulfunktionen, og ellers inhomogen.

Det viser sig, at man kan opstille en formel for den fuldsteendige losning til en linezer forsteordens
ODE. Lad os forst fa overblik over notation og begreber, som vi vil benytte til denne formel:
vi vil ved A(t) betegne en stamfunktion for funktionen a(t), hvilket vil sige en funktion, der
opfylder A’(t) = a(t). Bemeerk, at det tilsvarende engelske begreb er primitive function, alternativt
antiderivative. Vi vil ogsé i resten af dette afsnit antage, at funktionen a(t) har en sddan
stamfunktion. Det bliver desuden nedvendigt for os at antage, at funktionen e4()g() har en
stamfunktion. Man kan vise, at disse antagelser er sande, hvis for eksempel bade funktionen a(t)
og q(t) er differentiable. Er alt dette opfyldt, kan vi opstille folgende resultat:

Saetning 13.1.1
Den fuldsteendige losning til ODE’en f'(t) = a(t) f(t) + q(t) er givet ved

f(t) = AW /e_A(t)q(t)dt—FceA(t), ceER,

hvor A(t) er en funktion som opfylder A’(t) = a(t).

Bevis. Husk, at A’(t) = a(t). Ved forst at benytte produktreglen og derefter keedereglen fér vi, at

(efAc) f(t)>’ _ (efAu))
Derfor geelder folgende:
F1(8) =a()f(t) +q(t) & e A0 f (1) —e AWa(r) (1) = e 4 g(1)
& (eA0f() = e A0g(r)
o e AW F(1) = / e AOg(Hdt+¢, ceR

/

f(6) e A0f (1) = —emAWa(t) (1) + e AU f (1),

o f(t) = AW / e AWg(D)dt + AV, ceR.

Lad os se pd nogle eksempler.

Eksempel 13.1.2
Bestem den fuldsteendige lesning til felgende ODE’er:

@ f'(t) - f(t) =0
(b) f'(t) = —sin(t)f(£) + sin(£)
(© f'(t) = —t"1f(t)+1, medt >0

Svar:

(a) Ved omskrivning af f/(t) — f(t) = 0 som f'(t) = f(t) ser vi, at vi kan anvende Seetning
13.1.1 ved at benytte a(t) = 1 og g(t) = 0. En stamfunktion til a(t) = 1 er for eksempel givet
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ved A(t) = t. Da far vi, at den fuldsteendige losning er givet ved
f(t) = et/e_tOdt—i—cet =0+cel =ce!, ceR.

Dette stemmer overens med den fuldsteendige losning, vi fandt tidligere for denne ODE.

(b) Vi kan benytte Seetning 13.1.1 med a(t) = —sin(t) og q(t) = sin(t). Vi kan veelge
A(t) = cos(t), og vi far derved den enskede fuldsteendige losning til at vaere

f(t) _ ecos(t) /67 cos(t) sin(t)dt + Cecos(t‘) _ ecos(t)efcos(t) + Cecos(t) = 1] _|_Cecos(t), ceR.

(c) Seetning 13.1.1 kan benyttes med a(t) = —t~! = —1/t og q(t) = 1. Da t > 0, betyder det,
at vi kan veelge A(t) = — In(t). Den fuldsteendige losning til ODE’en f'(t) = —t~1f(t) +1
bliver sa

£#) = [ InOrp ce® = (1760) [ bt +c/énO = 2R/t =

C
< R.
£2 ty ¢€

N —~

Et vigtigt seertilfeelde af Seetning 13.1.1 er, nar funktionen 4 er en konstant funktion, som vi kan
betegne a(t) = ag for alle . Da bliver Saetning 13.1.1 simplere at arbejde med, hvilket tydeliggores
i folgende korollar.

Korollar 13.1.2

Lad ag € R, og lad ¢(t) veere en differentiabel, reel funktion. Da har ODE’en f'(t) = agf(t) + q(t)
den fuldsteendige losning

f(t) = e"ot/e_“ﬂtq(t)dt +ce™, ceR.

Som neevnt tidligere anvendes ODE’er til at modellere processer, der forekommer i naturen. Den
fuldsteendige losning til en ODE beskriver alle mulighederne for processens opfersel. For at finde
ud af, hvilken af mulighederne der er den rigtige i en given situation, har man brug for yderligere
information, som man normalt kan opnd ved at udfere malinger. En mulighed er at beskrive
opferslen af funktionen f for en specifik veerdi af variablen t. Man kunne forestille sig, at man
madler den preecise tilstand af processen i begyndelsen af et eksperiment. Matematisk set vil vi gore
dette ved at opstille en begyndelsesveerdibetingelse, det vil sige en betingelse pd formen f () = yo
pafert en funktion f(t). Bemeerk, at det tilsvarende engelske begreb er initial-value condition.

Definition 13.1.1

Givet en reel funktion f(t) og reelle tal ty og yo, séledes at f(ty) = yo. Da siges funktionen f(t) at
opfylde begyndelsesveerdibetingelsen f(ty) = yo.

Det viser sig, at en funktion f : R — IR i mange interessante anvendelser er fuldsteendig bestemt,
hvis den opfylder bdde en forsteordens ODE og en begyndelsesveaerdibetingelse. Lad os give en
beskrivelse af situationen for generelle ODE’er.

Definition 13.1.2
Lad f(t) veere en reel funktion, der opfylder folgende:
(i) f(t) er en losning til en n’te-ordens ODE F(f(")(t),..., f'(t), f(t),t) = 0.

(ii) f(t) opfylder alle begyndelsesveerdibetingelserne f(to) = o, f'(to) = y1,..., f" VD (ty) =
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Yn—1 for givne ty € R og veerdier yo,y1,...,¥n—1 € R.

Samlet kaldes disse to betingelser et begyndelsesvaerdiproblem. Funktionen f(t) siges at veere en
losning pa begyndelsesveerdiproblemet.

For en forsteordens ODE F(f'(t), f(t),t) = 0 svarer dette til at sige, at f(t) er en losning pa
begyndelsesveerdiproblemet, hvis det opfylder, at bade

(@) F(f'(t), f(t),) =0, 08
(ii) f(to) = yo for givne ty € R og en vaerdi yp.

Derfor er Definition 13.1.1 blot et seertilfeelde af Definition 13.1.2, nemlig det tilfeelde hvor n = 1.

Strategien til at lose et begyndelsesvaerdiproblem folger ofte samme monster. Forst bestemmes
den fuldsteendige losning til den givne ODE. Denne fuldsteendige losning vil indeholde nogle
parametre. Lad os kalde en sddan parameter c. Derefter benyttes begyndelsesveerdibetingelsen til
at bestemme c. Den resulterende funktion er den enskede losning. Lad os se pé to eksempler med
forsteordens ODFE’er.

Eksempel 13.1.3

Los folgende begyndelsesveerdiproblemer. Det vil sige, bestem i hvert tilfeelde den funktion f(¢),
som opfylder

(a) ODE’en f'(t) = f(t) og begyndelsesverdibetingelsen f(0) = 7.
(b) ODE’en f'(t) + sin(t) f(t) = sin(t) og begyndelsesveerdibetingelsen f(7r) = 2.

Svar:
Bemeerk, at vi allerede har bestemt den fuldsteendige losning til de givne to ODE’er i Eksempel
13.1.2. Lad os nu se pa hvert begyndelsesveerdiproblem separat.

(a) Vihar allerede set, at den fuldsteendige losning til f/(t) = f(t) er givet ved f () = ce’. Tricket
er nu at evaluere f(t) i 0 og sammenligne resultatet med begyndelsesverdibetingelsen. Vi
far, at f(0) = ¢, men ifelge begyndelsesvaerdibetingelsen skal vi have f(0) = 7. Dette
betyder, at c = 7. Nu hvor vi kender ¢, har vi, at den enskede funktion f : R — R er givet
ved

f(t) = 7¢.

(b) Den fuldstendige losning er i dette tilfaelde givet ved f(t) = 14 ce®s("). Ved at benytte
begyndelsesveerdibetingelsen far vi, at 2 = f(7r) = 1+ ce«(") = 1 4 ce~1. Dette betyder, at
ce~! =1, og derfor ¢ = e. Dermed er den enskede funktion f : R — R givet ved

f(t) =1+e- ecos(t) — il el-‘rcos(t).

For vi gar i dybden med mere generelle ODE’er, ber vi forst etablere en fin egenskab ved den
komplekse eksponentialfunktion. Vi ved, at den afledte af den reelle funktion f(t) = e blot
er f'(t) = AeM for ethvert A € R. Det viser sig, at dette ogsa geelder for den komplekse
eksponentialfunktion:
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Lemma 13.1.3

Lad A € C, og betragt den komplekse funktion med reelt input f : R — C defineret som f(t) = e.
Da geelder der, at

Re(f) = eReWMt cos(Im(A)t), Im(f) = eReMtsin(Im(A)t)

og f'(t) = AeM.

Bevis. Lad os skrive A = A + i), pé rektanguleer form. Da har vi for ethvert t € R

M= Mttt

— oMt pihat
= M. (cos(Aat) +i - sin(Ast))

= eMtcos(Aat) 4 i-eMfsin(Aygt).

Dette viser, at realdelen af udtrykket f(t) = e er givet ved Re(f(t)) = eM!cos(Ast), mens
imaginaerdelen er givet ved Im(f(t)) = eM*sin(Ayt). Nu seetter vi f/(t) = (Re(f(t))) +i-
(Im(f(t)))". Ved at benytte produkt- og keedereglen til at beregne Re(f(t))" og Im(f(t))’, far vi

F) = Re(f(1) +i-Im(£(t)’

(eMf cos(Agt)) +i- (eMsin(Aqt))

= (eM'Aqcos(Agt) + eMf(—sin(Aat))Ay) +i - (eMFAy sin(Agt) + et cos(Azt)Ay)

= (M +irg)eM! cos(Agt) + (— Ay +iAy)eM! sin(Aqt)
(
(

Aq 4 iAp)eM! (cos(Agt) + isin(Axt))
A+ i/\z)e)‘ltei)‘zt
= AeM.

Denne saetning vil vise sig seerdeles nyttig, ndr vi senere skal finde lesninger til visse typer ODE’er.

13.2 Systemer af lineesere forsteordens ODE’er med konstante koefficienter

I det forrige afsnit arbejdede vi med lineeere forsteordens ODE’er. Nu tager vi fat pa systemer af
sddanne ODE’er, men vi vil kun betragte scenarier, hvor alle de funktioner, der optraeder som
koefficienter, er konstante. Vi vil i neeste afsnit vise, at visse hejereordens ODE’er kan loses ved
hjeelp af teorien fra dette afsnit.

Definition 13.2.1
Lad n > 0 veere et heltal, g1 (), ..., qu(t) reelle differentiable funktioner, og A € R"*" en matrix.
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Da er et system af lineaere forsteordens ODE’er en ligning pa formen

fi(t) fi(t) q1(t)
fz:(t) A fzft) N ‘72:(1*) 13.2)
fu(t) fu(t) an(t)

Matricen A kaldes koefficientmatricen for systemet, mens funktionerne g1 (f), ..., g, (t) pa engelsk
kaldes systemets forcing functions. Hvis alle disse forcing functions q;(t),...,qn(t) er lig med
nulfunktionen, kaldes systemet af ODE’er homogent, og ellers kaldes det inhomogent. En lgsning til
et inhomogent system af linezere forsteordens ODE'er kaldes en partikuleer losning.

Eksempel 13.2.1
Folgende system af linezere forsteordens ODE’er er givet:

/ t
fl/(t) _[ 2] AWM e (13.3)
f(t) 0 2 f(t) 0
(a) Er det givne system af ODE’er i Ligning (13.3) homogent eller inhomogent?

(b) Er (fi(t), f2(t)) = (¢*,0) en losning til Ligning (13.3)?
(c) Er (fi(t), f2(t)) = (—¢',0) en losning til Ligning (13.3)?

Svar:

(a) Systemet af ODE’er i Ligning (13.3) er inhomogent. Dette konkluderer vi hurtigt ved at se
pa systemets forcing functions q,(t) og q1(t). Selvom funktionen g, (t) er nulfunktionen,
er funktionen ¢, (t) det ikke. For et homogent system skal alle dets forcing functions veere
nulfunktionen.

(b) Hvis (f1(t), f2(t)) = (€*,0),sd er
l HON NG 1 _ l 26 ] ,
f(t) | 0 0

et | [ 2.0241.0 et 2e2t 4 ot
- 2t + -
0] [0-e¥42.0 0

0g

+

l 2 1 1 _ [ A)
02 fa(t)
Derfor er (f1(t), f2(t)

) = (¢#,0) ikke en losning til Ligning (13.3).
() Hvis (f1(#), f2(£)) = (

—et,0),daer

0g

[2 1].[f1(t) .
0 2 fa(t)

et | | 2-(—€e)+1-0 et | | —¢
o[o]= (s« (5= 7]

Derfor er (f1(t), f2(t)) = (—e',0) en losning til Ligning (13.3). Jeevnfer definitionen kan vi
derfor kalde den en partikuleer losning til differentialligningssystemet.
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Vi vil nu beskrive strukturen af lesningerne til systemer af linezere forsteordens ODE’er, hvilket
gores lidt pa samme méde, som vi gjorde for systemer af linesere ligninger.

Saetning 13.2.1

Lad et inhomogent system af ODE’er som i Ligning (13.2) veere givet, og antag, at
(g1(t),82(t),...,gu(t)) er en partikuleer losning til dette system. Da er enhver anden losning

(§1(t),82(t), ..., §n(t)) til Ligning (13.2) pa formen

&1(t) g1(t) fi(t)
$(t) N $2(t) N f2(t)

gn(t) gn(t) fu(t)

hvor (f1(t), f2(t), ..., fu(t)) er enlosning til det homogene system af ODE’er, der svarer til Ligning
(13.2):

f(5) A(t)
fz'(t) _A. fz'(t) ' (13.4)
fu(#) fu(t)

Bevis. Antag, at (§1(t),§2(t),...,8n(t)) er en vilkarlig lesning til Ligning (13.2). Da viser en

direkte beregning, at ($1(t) — ( ), 82(t) — ga(t), ..., gn( ) — gn(t)) opfylder Ligning (13.4). Hvis
vi derefter definerer f;(t) = gl( ) — gi(t) for i=1,...,n, servi at (§1(t),$2(t),...,§n(t)) kan
skrives som angivet i seetningen.

Omvendt, hvis (f1(t), f2(t), ..., fu(t)) er en losning til det homogene system fra Ligning (13.4),
viser en direkte beregning, at (g1(t) + f1(t), g2(t) + fa(t), ..., gn(t) + fu(t)) er en losning til det
inhomogene system fra Ligning (13.2). O

Algoritmisk betyder dette, at vi for at lose et inhomogent system af ODE’er som i Ligning (13.2)
skal finde en partikuleer losning dertil og derefter alle losninger til det tilsvarende homogene
system af ODE’er givet i Ligning (13.4). Konceptuelt kan man forstd Seetning 13.2.1 pd en anden
mdde. Lad Co(R) veere vektorrummet fra Eksempel 10.4.5. Det bestér af alle funktioner med
definitionsmeengde og dispositionsmeengde IR, der kan differentieres vilkarligt ofte. Betragt for en
givet matrix A € R"*" afbildningen Dp : Coo(R)" — Co(R)" defineret ved

A() f1(8) fi(t)
Dl [ 2O || 2| 2O | s | 2O (13.5)
fn(t) fr/l(t) f”(t)

Man kan vise, at D er en lineaer afbildning mellem reelle vektorrum. Kernen af denne afbildning
er netop losningsmaengden til det homogene system af ODE’er i Ligning (13.4). Denne observation
er en generalisering af det, vi allerede har set i Eksempel 11.2.8. En partikuleer losning er blot
en vektor v, = (g1(t),82(t),...,8n(t)) € Co(R)", der opfylder, at D (vy) = (q1(t), ..., qu(t)).
Derfor er Seetning 13.2.1 blot et seertilfeelde af andet punkt i Seetning 11.4.2. Bemeerk, da kernen af
enhver linezer afbildning er et underrum, at lesningsmaengden til et homogent system af linezere
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forsteordens ODE’er (med konstante koefficienter) faktisk er et vektorrum over de reelle tal, da
det er kernen af den linezere afbildning D 4. Et meget nyttigt faktum, som vi ikke vil bevise her,
er, at dette vektorrum har endelig dimension, som vi kan kalde n. Det er nyttigt at vide, da det
betyder, at for at beskrive alle lesninger til systemet i Ligning (13.4) er det nok at finde en basis,
altsa n lineeert uafheengige losninger. Vi vil benytte dette frit senere. Hvad vi primeert vil fokusere
pé iresten af dette afsnit, er, hvordan man finder en sadan basis. Begrebet fuldsteendig lesning,
som vi er stedt pa igen i Afsnit 13.1 for linezere forsteordens ODE’er, kan nu generaliseres som
folger:

Definition 13.2.2
Lad A € R"*" veere givet. Den fuldsteendige losning til de homogene ODE'er

er et udtryk pa formen
c1Vi+---+cn-Vvy, €1,-..,0n €R,

hvor (vy,...,vy,) er en ordnet basis for kernen af den linesere afbildning D : Coo(R)" — Coo(RR)"
defineret i Ligning (13.5). Hvis q1(t), ..., qn(t) er forcing functions (der ikke alle er nulfunktionen),
og vy = (81(t),...,8n(t)) € Co(R)" er en partikuleer losning til det inhomogene system af

ODE’er
fi() fi(t) q1(t)

f(t) A fa(t) . 72(t)

7

fu(t) fu(t) qn(t)

s er den fuldsteendige losning til det inhomogene system et udtryk pa formen

Vptcp-vitooton Ve, €1,...,00 ER

Et forste vigtigt trick herefter er at anvende teorien om egenveerdier og egenvektorer for matricen
A, hvilket vi ser i folgende lemma.

Lemma 13.2.2

Lad A € R"™" veere en matrix, og antag, at v = (vy,...,v,) € R" er en egenvektor for A med
egenveerdi A € R. Da opfylder vektoren af funktioner
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det homogene system af ODE’er

fi(t) fi(t)
BO |, | £
n (1) fu(t)
Bevis. P43 den ene side har vi
fi(t) vy (M)’ v AeM v1eM f(t)
le(t) U (e)‘t)’ Uz)\eM vzeM fz(t)
() v, (M) vaAeM veM fau ()
P4 den anden side har vi
fi(t) vreM U1 U1 fi(t)
t A t
fu(t) vpeM Vs Un fau (1)

Eksempel 13.2.2
Lad

A= 21 .
0 2
Find en lesning til det homogene system af linezere forsteordens ODE’er med koefficientmatrix A.

Svar:
Vi bliver bedt om at finde en losning til det felgende system af ODE’er:

!
[@W]:[le[ﬁ®]_ (13.6)
() 0 2 fa(t)
Med Lemma 13.2.2 i tankerne leegger vi ud med at finde en egenveerdi og tilherende egenvektor
for den givne matrix A. Det karakteristiske polynomium for A er:

A=1, 1

Z) = det(A — ZI;) = det
PA(Z) = det(A— 711) ( R

)—@—Zf—(Z—ﬂ?

Dermed er 2 den eneste egenveerdi, matricen A har. For at finde en egenvektor for A tilherende
egenveerdien 2 skal vi finde en vektor forskellig fra nulvektoren, der tilherer kernen af matricen
A — 2I,. Vi bestemmer kernen ved at reducere A — 2I, til sin reducerede trappeform, men det
viser sig i dette seertilfeelde, at den allerede er pa reduceret trappeform:

A= |0 1.
0 0
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Vi konkluderer med det samme, at ker(A — 2I,) er et endimensionelt vektorrum med en ordnet
basis givet ved for eksempel

1

0 .

Nu medferer Lemma 13.2.2, at

er en losning til Ligning (13.6).

Det er tilstraekkeligt at benytte egenvektorer som i Lemma 13.2.2 til at bestemme den fuldsteendige
losning til Ligning (13.4), nar matricen A kan diagonaliseres. Husk p4, at dette svarer til at sige, at
der eksisterer en invertibel matrix Q, saledesat Q' - A-Qeren diagonalmatrix. Mere praecist
sd vi i forrige kapitel, at sgjlerne i matricen Q er linezert uaftheengige egenvektorer for matricen
A. Hvis disse sojler tilhorer egenveerdier Ay, ..., A;, sd har vi faktisk QO l1.A.-Q=A, hvorAer
diagonalmatricen med egenveerdierne Ay, ..., A, i sin diagonal.

Saetning 13.2.3

Antag, at A € R"*" er en diagonalisérbar matrix. Mere preecist, lad Q veere en invertibel matrix,
sdledes at Q! - A - Q er diagonalmatricen med egenverdierne Ay, ..., A, i sin diagonal. S& har
det homogene system af ODE’er i Ligning (13.4) den fuldsteendige losning

f(t) cp - eMt
Axt
2 (t cp - e2
f'() :Q . 7 Cl,...,CneR.
fu(t) c, - eMnt

£ A
o A | 0.A.0.0. f2(t)
A0 fult)
Definerer vi .
A | _ g1 | 2O (13.7)
Fut) fa(t)
ser vi, at (f1(f),..., fu(t)) er en losning til systemet i Ligning (13.4), hvis og kun hvis
fi) Ai(#)
fr(t) —Q'A.Q- fz:(t) ) (13.8)
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Men da matricen Q’1 - A - Q er en diagonalmatrix med diagonalelementerne Ay, ..., A,, reduceres
systemet i Ligning (13.8) blot til systemet af differentialligningerne givet ved f](t) = A1 - f1(t),
) = Ay falt), ..., fa(t) = Ay - fu(t). Hver af disse differentialligninger er en homogen linezer
ODE af forste orden og kan derfor loses individuelt ved hjelp af Seetning 13.1.1. Resultatet er, at
fi(t) =c;j-eMtfori=1,...,n0gc; € R. Med andre ord

A(t) c1- et
fz(l‘) co - M2t
fult) cp - Mt
Men s folger udsagnet i seetningen ved brug af Ligning (13.7). O

En direkte konsekvens af seetningen er folgende alternative beskrivelse af den fuldsteendige
lgsning.

Korollar 13.2.4

Antag, at A € R"*" er en diagonalisérbar matrix. Mere preecist, lad (v, ..., v,) veere en ordnet
basis for IR bestdende af egenvektorer for A, der svarer til egenveerdierne Ay, ..., A,. Sa har det
homogene system i Ligning (13.4) den fuldsteendige losning

cl-vle/\lt+~~~—|—cn-vne)‘”t, c1,.--,cn €R.

Bevis. Lad Q veere matricen med sejler bestdende af egenvektorerne vy,...,v,. Daer Q en
invertibel matrix, der opfylder, at Q l-A-Qeren diagonalmatrix med egenveerdierne Ay, ..., A,
i sin diagonal. Ved at anvende Seetning 13.2.3 felger korollaret. O

Bemeerk, at Seetning 13.2.3 og Korollar 13.2.4 tillader, at egenveerdier kan optreaede flere gange.
Med andre ord: vi tillader tilfeelde, hvor den algebraiske multiplicitet af egenveerdierne er storre
end én. Da vi ogsa antager, at matricen A er diagonalisérbar, skal den algebraiske og geometriske
multiplicitet af en egenveerdi dog veere ens. Derfor vil seetningen ikke veere anvendelig, hvis nogle
egenveerdier for A har en mindre geometrisk multiplicitet end algebraisk multiplicitet.

Eksempel 13.2.3

Lad
2 0 00
A— 02 0 O
00 0 1
0 0 1 O

Saerpa(Z)=(Z—-2)?-(Z2-1)=(Z—-2)?>-(Z—1)-(Z+1). Derfor har A de tre egenverdier
2,1 og —1 med algebraiske multipliciteter henholdsvis 2, 1 og 1. Man kan vise, at ordnede baser
for egenrummene E,, E; og E_1 kan gives ved

(=]
e e

0g

o O O =

o O =

—_ = O O
—_

=1
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Bemeerk, at den geometriske og algebraiske multiplicitet er den samme for hver egenverdi. Ved
at benytte Korollar 13.2.4 ser vi, at den fuldsteendige losning til systemet af linezere forsteordens
ODEFE’er

fi(t) 2 0 00 f1(t)
LB | _]0 200 fa(t)
f5(t) 0 001 f3(t)
fa(t) 0 010 fa(t)
er
f(t) 1 0 0 0 cre?t
2t
f(t) =0 0 e+ ¢y ! e 4¢3 0 el +cy et = e _
3] c3e cye
f3(t) 0 0 1 1 Fbege!
fa(t) 0 0 1 =il czet —cuet

hvor ¢y, ¢y, ¢3,¢c4 € R.

For vi gér videre til tilfeelde, hvor matricen A ikke kan diagonaliseres, ber vi neevne, at
man ogsa for systemer af differentialligninger som dem, vi har undersogt her, kan opstille
begyndelsesverdibetingelser svarende til dem, vi definerede i Definition 13.1.1.

Definition 13.2.3

Givet reelle funktioner fi(t),..., fu(t), et reelt tal ty og reelle tal yy, . .., yy, sdledes at f;(ty) = y;
fori = 1,...,n. Da siges funktionerne fi(t),..., fu(t) at opfylde begyndelsesvaerdibetingelserne
fi(tO) =VYi fori = 1,. o0 p i

Det viser sig, at systemet i Ligning (13.4) har netop én lesning, der opfylder begyndelsesvaerdi-
betingelserne som angivet i Definition 13.2.3. At bestemme denne losning kan gores ved forst
at bestemme den fuldsteendige losning til systemet i Ligning (13.4) og derefter at bestemme
veerdierne af konstanterne cy,...,c,, der forekommer i den fuldsteendige losning, séledes at
begyndelsesveardibetingelserne opfyldes. Vi giver et lille eksempel.

Eksempel 13.2.4
Lad os betragte det samme system af differentialligninger som i Eksempel 13.2.3. Der sa vi, at den
fuldsteendige losning var givet ved

f(t) 1 0 0 0 cre?
2t
fa(t) =0 0 e+ ¢y ! e +c3 0 e +cy et = =
f3(t) 0 0 1 1 czel + cqe!
t 0 0 1 -1 czel —cqe™!
fa(t) 3¢’ — ¢4

hvor ¢y, ¢y, ¢3,¢c4 € R.

Sporgsmal: Bestem den losning, der opfylder begyndelsesveerdibetingelserne f;(0) = 1, f2(0) = 2,
fg(O) =3 og f4(0) =4.

Svar: Ved at seette t = 0 i den fuldsteendige losning og benytte de givne begyndelsesveerdi-
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betingelser, far vi, at konstanterne ¢, ¢, c3 og c4 skal opfylde

c1 1
(05) . 2
3+ ¢4 |3
L &3 —c4 4 |
Dette medferer, at
e i
(8)) . 2
| | 7/2
L ¢4 —-1/2 |
Derfor er den losning, vi leder efter, folgende:
f(E) e
fz(t) . 2e2t
) || @ —eh)/2
fa(t) (7et +e7t) /2

Vi vender nu tilbage til studiet af systemet i Ligning (13.4). Kravet i Seetning 13.2.3 om, at der
eksisterer en basis af egenvektorer, kan risikere ikke at veere opfyldt. Det kan for eksempel ske,
hvis det karakteristisk polynomium pa (Z) ikke kan skrives som et produkt af polynomier af grad
én. Med andre ord: pa (Z) kan have komplekse, ikke-reelle rodder. Den folgende seetning udvider
Seetning 13.2.3, sa sddanne scenarier er deekket ind.

Seetning 13.2.5

Lad A € C"™" veere en matrix, og lad (vy,...,v,) vare en ordnet basis for C" bestdende
af egenvektorer for A, der tilherer (muligvis ikke-reelle) egenveerdier Aq,...,A,. Da har det
homogene system af ODE’er i Ligning (13.4) over de komplekse tal den fuldsteendige losning

Ant
’

cl~v1e)‘1t+~~~+cn-vne c1,...,¢cn € C.

Bevis. Vi udelader detaljerne i beviset og naevner blot, at beviset praktisk talt er identisk med
beviserne for Seetning 13.2.3 og Korollar 13.2.4. Den eneste forskel er, at vi nu arbejder over de
komplekse tal. Bemeerk, at Lemma 13.1.3 garanterer, at (e*)’ = e’ ogsa for A € C. O

Antag nu, at A € R"*", men at dens karakteristiske polynomium pa (Z) har komplekse redder.
Vi kunne betragte A som en matrix i C"*" og anvende Seetning 13.2.5 til at bestemme den
fuldsteendige losning. Problemet med dette vil dog veere, at vi sa finder den fuldstendige losning
til Ligning 13.4 bestdende af komplekse funktioner med reelt input. Man er ofte mere interesseret
i en fuldsteendig losning af reelle funktioner i stedet. Heldigvis kan dette opnas med nogle fa
tricks. Det vigtigste trick er, at da pa (Z) har koefficienter i R, hvis A € R"*", si forekommer alle
ikke-reelle redder i par: hvis y € C\ R er en rod, sa er ogsa 71 € C en rod, hvor i betegner den
komplekst konjugerede af u (se Lemma 5.3.3). Specifikt kan de reelle redder i pa (Z) arrangeres
pa formen Ayq,..., A, og de komplekse, ikke-reelle redder pa formen py, ..., us, fiq, - . ., Ji,. Derfor
har vin = r + 2s, hvor vi blot gentager en rod m gange, hvis den forekommer med multiplicitet .
Lad os illustrere dette med et eksempel.
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Eksempel 13.2.5

Antag, at pp(Z) = (Z —1) - (Z —2)% - (Z? +1)? for en matrix A € R”*7. Da er redderne i dette
polynomium 1, 2 med multiplicitet 3 og i samt —i, begge med multiplicitet 2. Der er to reelle
redder, nemlig 1 og 2, men hvis vi betragter disse redder med deres multiplicitet, skal vi gentage
roden 2 tre gange. Derforer A1 =1, Ay =2, A3 = 2 og A4 = 2. Der er to komplekse, ikke-reelle
rodder i og —i, som begge skal gentages to gange. Derfor har vi yi; = i og yp = i samt deraf ogsa
7, = —iog U, = —i. [ dette tilfeelde har vi altsd r = 4 og s = 2.

For at kunne beskrive den fuldsteendige losning til Ligning (13.4) i tilfeelde af ikke-reelle redder i
pa(Z), vil det veere praktisk at definere den komplekst konjugerede af en vektor w € C": hvis
w = (wy,..., W), sder W = (Wy,...,Wy). Pointen her er, at hvis A € R"", og A-w = - w
for nogle w € C" og 1t € C \ R, sa ser vi, ndr vi tager den komplekst konjugerede (og udnytter,
at elementerne i A er reelle tal), at A - w = i - W. Med dette in mente medferer Seetning 13.2.5
folgende:

Korollar 13.2.6

Antag, at A € R"*", og at redderne i dets karakteristiske polynomium pa (Z) er Ay,..., A, € Rog
Wis-vesYs iy, g, hvor g, ... s € C \ R. Antag yderligere, at der eksisterer vektorer v; € R"
fori=1,...,rog w; € C'forj=1,...,s,sdledes at folgende er opfyldt:

(i) A-v;=A;-vifori=1,...,r,
(ii) A-w]- :yj-wjforj: 1,...,s,
(iii) vektorerne vq,...,Vv,, Wq,..., W5, Wq,..., W danner en ordnet basis for C".

Sa har det homogene system af ODE’er i Ligning (13.4) over de reelle tal den fuldsteendige losning

c1-vieMt o o vee™ e - Re(wiett) 4+ - 4 s - Re(wiselst) +

Crasq1 - Im(wiehh) + .- 4 ¢ - Im(wgets'), cq1,...,cn €R.

Bevis. Nar matricen A opfattes som en matrix over C, er egenvaerdierne af A givet ved

/\1/- . -//\'r‘/,ul/~ . 'IﬂSIﬁll' . ~/ﬁs-
Derfor medforer Seetning 13.2.5, at

Mt

At t T — Lt
vie't, . L veet wet, L wgetst wieltt, L Wigel's

danner en basis for lesningerne til Ligning (13.4), nar man arbejder over C. For at opna en basis
for denne meengde losninger, nar man arbejder over IR, justerer vi basen. Forst og fremmest er
losningerne viettt, ..., v,eM allerede reelle funktioner, sa ingen aendring er nedvendig for disse.
Givet et par af komplekse funktioner med reelt input som lesninger, w;e''i fog W]-e” i" for et j, kan
vi erstatte dette par med parret

wielit +wieli! wietit — wieli!
% - Re(wjert) og ]T] — Im(wje"ft).
Da Re(wje’ " og Im (wje’' ') beskriver reelle funktioner, far vi derfor en basis for alle reelle
funktioner, som er lgsninger til Ligning (13.4), fra de n lesninger

vieMtt, vt Re(wiett), . .. Re(wsetst), Im(wiet1t), . .., Im(wsets?).
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Det forste punkt i Korollar 13.2.6 betyder blot, at vektoren v; er en egenvektor for A med egenveerdi
A;. Det andet punkt betyder, at hvis vi arbejdede over det komplekse tallegeme C i stedet for
R, sé ville w; vaere en egenvektor med egenveerdi y;. Isé fald kan det vises, at w; ogsé er en
egenvektor for A med egenveerdi Ji;- Endelig betyder det tredje punkt, at der findes en basis for
C", der bestar af egenvektorer for A, nar man betragter A som en matrix i C"*". Derfor kan de
tre punkter samlet omformuleres som: nar man betragter A som en matrix i C"*", er matricen A
diagonalisérbar.

Korollar 13.2.6 kan umiddelbart virke kompliceret, men det er praktisk at have ved hdnden i
konkrete tilfeelde. Lad os derfor se pa et eksempel.

Eksempel 13.2.6
Lad
A— 0 13 .
-1 4
Formalet med dette eksempel er at vise, hvordan man bestemmer den fuldsteendige losning til det
homogene system af ODE’er

/
f3(t) -1 4 fa(t)
For at veere mere preecis onsker vi at finde den fuldsteendige losning bestdende af reelle funktioner.
Forst udregner vi, at

pa(Z) = det(A — ZI,) = det ([ f 41_32 D —(=Z)-(4=Z)—13-(=1) = 22— 4Z + 13

Dette polynomium har rodderne 2 + 3i og 2 — 3i (se Seetning 5.2.1). Da rodderne ikke er reelle,
arbejder vi over de komplekse tal for nu. Forst finder vi en kompleks egenvektor tilherende
den ikke-reelle rod 2 + 3i. Vi gor dette ved at bestemme den reducerede trappeform af matricen
A — (2 ol 3i)122

Ao(edi—| 27% 1B — -1 2-3
1 2-3i Ry & Ry | 2-3i 13
— [ 1 2+ 3i
Ri + —Rq _—2—3i 13
— (1 —243i
Ry < Ry + (2+3i)R, | 0 0

Nu ser vi, at E;, 3;, altsd kernen af A — (2 + 3i)I, nar den betragtes som en matrix i C2*2 er lig
med {(v1,v;) € C? | v; = (2 — 3i)v,}. Derfor er en ordnet basis for E;, 3; for eksempel givet ved

([5)

Tilsvarende viser man, at en mulig basis for E,_3; er

[ 243 ]
L 1 - '
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men vi har faktisk ikke brug for denne anden ordnede basis. Nu folger vi opskriften beskrevet i
Korollar 13.2.6, og vi udregner forst

[ 2 —1 3i ] Q2430 _ 2 _1 = e (cos(3t) +isin(3t))

B [ (2= 3i)¢?(cos(3t) +isin(3t))
B e?!(cos(3t) + isin(3t))

[ 262 cos(3t) + 3¢ sin(3t) + i(2¢2 sin(3t) — 3¢t cos(3t))
e?! cos(3t) + ie?! sin(3t)

Derfor er

1 e*t cos(3t)

Re(

- ([ 2 3i ] e<2+3i>f> _ [ 2¢2 sin(3t) — 3¢2 cos(3t) ]
: .

e* sin(3t)

23 1 e(2+3i>f> _ [ 2¢% cos(3t) + 3¢ sin(3t) ]

(¢]

Ved hjeelp af Korollar 13.2.6 kan vi konkludere, at den fuldsteendige losning til systemet i Ligning
(13.9) er givet ved

fa(t) e* cos(3t) ¢? sin(3t)

hvor ¢1,cr € R.

l f(t) ] . l 2¢% cos(3t) + 3¢ sin(3t) ] e [ 2¢% sin(3t) — 3¢ cos(3t) ] ’

Vi har nu beskrevet metoder til at bestemme den fuldsteendige losning, nar matricen A er
diagonalisérbar over R (Seetning 13.2.3), og nér den er diagonalisérbar over C (Korollar 13.2.6).
Hvis matricen ikke er diagonalisérbar, ikke engang over C, kan det veere noget sveerere at lose;
der findes en formel for den fuldsteendige losning i et sddant scenarie, men dette ligger udenfor
rammerne af denne tekst. Vi vil dog vise et eksempel pa et seertilfeelde, der bererer dette problem.

Eksempel 13.2.7
Lad

A= o med A € R.
0 A

Denne matrix har A som egenveerdi med algebraisk multiplicitet to og geometrisk multiplicitet
ét. Derfor geelder Seetning 13.2.3 ikke, da E, er endimensionel med en ordnet basis udgjort af for
eksempel vektoren (1,0).

Vi ensker at bestemme den fuldsteendige losning til systemet af ODE’er

/
lf%(t) ] _| A1 ] .lfl(t) ] (13.10)
f() 0 A fa(t)

Skilles systemet ad, har vi at gere med de to ODEer f](t) = A f1(t) + fo(t) og f3(t) = A- fo(t). En
losning findes ved at seette f,(t) = 0, altsa nulfunktionen, og f1(t) = e*. Med andre ord: vektoren
af funktioner (e*,0) er en losning til systemet i Ligning (13.10). En anden lesning kan findes ved at

veelge f»(t) = eM. Da skal f;(t) opfylde den linezre inhomogene ODE f] (t) = A - f(t) + eM. Ved
at benytte Korollar 13.1.2, har vi, at f;(t) = e [ e~ MeMdt + ce! = eMt+ ¢ - eM, hvor c € R. Ved
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at veelge c = 0, ser vi, at (f1(t), f2(t)) = (teM,eM) ogsa er en losning til systemet i Ligning (13.10).
Da vi nu har fundet to linezert uaftheengige losninger, kan vi konkludere, at den fuldsteendige
losning til systemet i Ligning (13.10) er givet ved

lh(t) 1 . [A
fa(t) Ylo

13.3 Relationen mellem systemer af linezere forsteordens ODE’er og linezere
andenordens ODE’er

v ], c1,6 € R.

Som en anvendelse af teorien i det forrige afsnit vil vi nu kort betragte en helt serlig type af
andenordens ODF’er:

Definition 13.3.1

Lad ag,a; € R veere konstanter og g : R — R en funktion. Da er en linezer andenordens ODE med
konstante koefficienter en ODE pa formen

F'(t) +ay- f(t)+ag- f(t) =q(t). (13.11)

Funktionen g(t) kaldes pé& engelsk ODE’ens forcing function. Hvis denne forcing function g(t) er
nulfunktionen, kaldes ODE’en homogen, og ellers kaldes den inhomogen.

Som neevnt i Definition 13.1.2 opstiller man ofte begyndelsesvaerdibetingelser pa formen f(ty) =
yo, f'(tp) = y1 for en given ty € R og givne veerdier yp,y; € R. Man kan vise, at hvis g(t) er en
differentiabel funktion, sa har ODE’en i Ligning (13.11) netop én losning, der opfylder en given
begyndelsesverdibetingelse. For ODE’er som i Ligning (13.11) er en made at finde denne lgsning
pa forst at bestemme dens fuldsteendige losning. Vi vil forklare, hvordan man ger dette, i dette
afsnit ved hjeelp af teorien fra det forrige afsnit. Folgende saetning indeholder nogleelementet:

Saetning 13.3.1
Lad en funktion f : R — R veere givet. Hvis f(t) er en losning til ODE’en

FIE) +ay- f1(8) +ag- f(E) = q(t), (13.12)
sa er vektoren af funktioner (f(t), f'(t)) en losning til systemet af ODE’er
[f{(t)]:[ 0 1 ].[flﬁ)]Jr[O}, (13.13)
f3(t) —ay —a fa(t) q(t)

Omvendst, hvis (f1(t), f2(t)) er en losning til systemet af ODE’er i Ligning (13.13), sa er f1(f)
en logsning til ODE’en i Ligning (13.12).

Bevis. Dette overlades til laeseren. O

Eksempel 13.3.1
En funktion f(#) er en losning til den linesere andenordens ODE f”(t) + 5f'(t) + 6f(t) = 0, hvis
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og kun hvis vektoren af funktioner (f(t), f'(t)) er en losning til systemet af ODE’er

f(#) —6 -5 fa(t)
Seetning 13.3.1 har felgende fine konsekvens for strukturen af losningen til en lineser andenordens
ODE.

Korollar 13.3.2
Lad en inhomogen linezer andenordens ODE

fI(6) +ar- f1(8) +ao- f(£) = q(t)

veere givet, og antag, at f,(t) er en partikuleer losning til denne differentialligning. Da er enhver
anden lesning f(t) pa formen f,(t) 4 fj,(t), hvor f;(t) er en losning til den tilsvarende homogene
ODE

f(t) +ay- f'(t) +ao- f(t) = 0. (13.14)

Bevis. Dette folger ved at kombinere Seetningerne 13.2.1 og 13.3.1. O

For at anvende Seetning 13.3.1 til at bestemme losningen til en lineeer andenordens ODE, er
det nedvendigt at undersoge egenveerdierne og egenvektorerne af den matrix, der optreeder i
setningen. Undersogelse af dens karakteristiske polynomium er derfor et vigtigt forste skridt. Vi

S ]l - ()

= (=2)-(~m = 2Z)=1-(—ag) = Z* + ;1 Z + ag.

—Z 1
—ag —a1— 72

Dette motiverer for folgende definition:

Definition 13.3.2
Polynomiet
Z2 +a1Z +ag

kaldes det karakteristiske polynomium for ODE’en
f() +ar-f/(t) +ao- f(t) = 0.

Med denne definition pa plads kan vi helt eksplicit lose en homogen linezer andenordens ODE. Der
er tre tilfeelde at skelne imellem (se Seetning 5.2.1) afheengigt af, om polynomiet har to forskellige,
reelle redder, to komplekst konjugerede, ikke-reelle redder, eller en reel rod med multiplicitet to.
Vi giver nu en seetning som omhandler hvert tilfeelde.

Seetning 13.3.3

Lad a1, a9 veere reelle tal. Antag at D = a% — 4ap > 0. S& har den homogene linezere andenordens
ODE

f'(#) +ar- f'(¢) +ao- f(£) =0,
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den fuldsteendige losning givet ved

At Aot (L;ﬁ)f (@)t
f#)=cr-eM +cr-eM =cq-e +cy-e , a,0€eR (13.15)

Bevis. Hvis D > 0 har det karakteristiske polynomium 72+ a7 + ag to forskellige, reelle redder,

—111+\/5 al—\/ﬁ
2 2

og Ay = —
en losning til f”/(¢) +ay - f/'(t) 4+ ag - f(t) = 0 hvis og kun hvis (f(t), f'(t)) er losning til systemet

lf{(t)]:l 0 1 1_[;‘1(0].
fo(t) —ap —m fa(t)

Det kan tjekkes direkte at (1,A1), hhv. (1, A2), er en egenvektor med egenveerdi A1, hhv. Ay, for

matricen
0 1
—dap —a .

Derfor fas direkte fra Korollar 13.2.4 hvordan den fuldsteendige losning til ovenstdende system
ser ud. Afleeses den forste koordinat af denne fuldsteendige losning, fas at f(t) = cjett +
c2¢!,c1,¢5 € R er den enskede fuldsteendige lesning til den givne andenordens ODE. O

nemlig Ay = . Bruges Seetningerne 13.3.1 0g 13.2.3, sd ses at f (t) er

Saetning 13.3.4
Lad a1, ag veere reelle tal. Antag at D = a% —4ap < 0. S& har den homogene linezere andenordens
ODE

() +ay- f/(t) +ag- f(t) =0,

den fuldsteendige losning givet ved

—a D a / D
f(t) = 'eTltcos (mt> +cp - eTltsin <||t> , ¢, €R. (13.16)

2

Bevis. Hvis D < 0, s& har det karakteristiske polynomial to komplekse redder, nemlig y; =
—m+iy/|D|  _ —a;—iy/|D|
2 sl

Denne gang bruges dog Korollar 13.2.6 i stedet for Korollar 13.2.4. Ved anvendelse af Korollar

13.2.6 bruges at
Re(ef!) = Re(e(iaﬁzim)t) — e cos <D|t>

. Resten af beviset ligner meget beviset for Seetning 13.3.3.

2

0g

Saetning 13.3.5
Lad a1, ag veere reelle tal. Antag at D = a% —4ap = 0. S& har den homogene lineaere andenordens
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ODE
f'(#) +ar-f'(t) +ao- f(t) =0,

den fuldsteendige losning givet ved

fB =c-eTtto-te?, o,meR (13.17)

Bevis. Hvis D = 0, sa har det karakteristiske polynomium en dobbeltrod, nemlig A = —a;/2.
Faktisk har matricen
0 1
—ap —d ’

der forekommer i Seetning 13.3.1, egenveerdien A = —a; /2 med algebraisk multiplicitet to, men
man kan vise, at dens geometriske multiplicitet kun er én. Derfor kan vi ikke direkte bruge teorien
fra Afsnit 13.2 for at finde den fuldsteendige losning.

Vi kan dog gere folgende: antag at f”(t) + a1 - f'(t) + ag - f(t) = 0. En direkte udregning viser at
i sa fald funktionen g(t) = f'(t) — Af(t) er en losning til differentialligningen ¢’(t) = Ag(#):

§'(t) = (fi()=Af(1) = f'(t) = Af'(1)
= —aif'(t) —aof(t) = Af'(£) = Af'(£) — aof ()
Af'(8) = A2f(8) = A(f' (1) = Af(D)
Ag(t)
Her har vi brugt at a; = —2A og, fordi D = 0, at ag = a3 /4 = A%. Vi kan konkludere at g(t) = ce’

hvor ¢ € R. Med andre ord: f'(t) — Af(t) = ce*. Men denne differentialligning kan leses ved
hjeelp af Korollar 13.1.2. Man far:

f(t) =eM /eche’\tdt +eeM = e)‘t/cdt + ceM = cteM + M.

Her har vi brugt symbolet ¢ for konstanten fra Korollar 13.1.2, fordi c allerede blev brugt for i
udregningerne. Omdebes c til c; og ¢ til ¢, fas det enskede. O

Vi afslutter afsnittet med en gennemgang af nogle flere eksempler.

Eksempel 13.3.2
Bestem den fuldsteendige losning til differentialligningen f”(t) — 5f'(t) + 6f(t) = 0.

Svar: Det karakteristiske polynomium for differentialligningen er Z? — 5Z + 6. Dette polynomium
har en diskriminant lig 1 og derfor to forskellige reelle rodder. Udregnes disse redder pa den
seedvanlige médde far man, at de er 2 og 3. Ved at benytte Ligning (13.15) har vi derefter folgende
fuldsteendige losning:

f(t) = c1e® + e, c1,c0 €R.

Eksempel 13.3.3
Bestem den fuldsteendige losning til differentialligningen f”(t) — 4f'(t) + 4f(t) = 0.

Svar: Det karakteristiske polynomium for differentialligningen er Z? — 4Z + 4, som har en
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diskriminant pa nul. Mere preecist har det roden 2 med multiplicitet to. Ligning (13.17) forteeller
nu, at den fuldsteendige losning, vi soger, er givet ved:

f(t) = cre® +cote®, 1,00 €ER.

Eksempel 13.3.4
Bestem den fuldsteendige losning til differentialligningen f”(t) — 4f'(t) + 13f(¢) = 0.

Svar: I dette tilfeelde er det karakteristiske polynomium for differentialligningen Z? — 4Z + 13,
som har en negativ diskriminant, nemlig D = (—4)? — 413 = —36. Derfor har det karakteristiske
polynomium to ikke-reelle redder, som viser sig at veere 2 + 3i og 2 — 3i. Ifelge Ligning (13.16) er
den enskede fuldsteendige losning:

f(t) = c1e? cos(3t) 4 ce? sin(3t), c1,c2 € R.
Afslutningsvis giver vi nogle eksempler pa inhomogene linezere andenordens differentialligninger.

Eksempel 13.3.5

Bestem den fuldsteendige losning til folgende differentialligninger:

1. f"(t) = 5f'(t) + 6f(t) = t. Det er givet, at der findes en partikuleer losning p& formen
f(t) =at+bmeda,beR.

2. f'"(t) — Af'(t) + 4f (t) = €. Deter givet, at f(t) = ¢’ er en losning.

3. f"(t) — 4f'(t) + 13f(t) = 1. Det er givet, at der findes en losning pa formen f(t) = a med
aeclR.

Svar:

Jeevnfer Korollar 13.4.2 og de tidligere eksempler er det nok at finde en partikuleer losning til
hver af differentialligningerne.

1. Lad os forsege at finde en partikuleer losning pa formen f(t) = at + bmed a,b € R. Ved
at indsaette dette i differentialligningen ser vi, at 0 — 5a + 6(at + b) = t. Derfor far vi 6a = 1 og
—5a+6b = 0. Vi ser, at f(t) = t/6 4+ 5/36 er en partikuleer losning. Ved at benytte Eksempel
13.3.2 og Korollar 13.4.2 konkluderer vi, at den fuldsteendige losning er givet ved:

t 5
ft) = 5 + 36 +c1e¥ 4+ e, c,c0 €R.

2. Da vi er givet en partikuleer losning, kan vi finde den fuldsteendige losning direkte fra
Eksempel 13.3.3 ved at benytte Korollar 13.4.2. Resultatet er:

f(t) = el +cre® +opte?, ¢y, €R.

3. Forst finder vi en partikuleer losning pa formen f(t) = a. Ved at indseette dette i
differentialligningen ser vi, at 0 — 4 - 0 + 132 = 1, og derfor er f(t) = 1/13 en partikuleer losning.
Ligesom tidligere kombinerer vi nu denne partikulere losning med den fuldsteendige lgsning
til den tilsvarende homogene ODE givet i Eksempel 13.3.4, og vi far felgende som den enskede
fuldsteendige losning til den givne inhomogene ligning:

1
ft) = E + c1e* cos(3t) + cpe? sin(3t), c1,c0 € R.
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13.4 Relationen mellem systemer af lineaere forsteordens ODE’er og linezere
differentialligninger af hgjere orden

De samme ideer, som blev anvendt i det foregdende afsnit, kan ogsa anvendes pa visse n’te-ordens
differentialligninger. For fuldsteendighedens skyld viser vi i dette afsnit, hvordan det kan forega.
Dette afsnit er ikke obligatorisk laesning og er kun ment som ekstra materiale til leesere, der ensker
at vide lidt mere. Vi starter pa samme made som for linesere andenordens ODE’er.

Definition 13.4.1

Lad n veere et naturligt tal, ag,...,a,—1 € R konstanter og g : R — R en funktion. En lineeer
n’te-ordens ODE med konstante koefficienter er en ODE pa formen

FOE) 4+ ay_q - fFO D@ 4+ +ag- F(E) +ag- F(£) = q(b). (13.18)

Funktionen g(t) kaldes péd engelsk ODE’ens forcing function. Hvis denne forcing function g(t) er
nulfunktionen, kaldes ODE’en homogen, og ellers kaldes den inhomogen.

Som neevnt i Definition 13.1.2 arbejdes der ofte med begyndelsesveerdibetingelser pa formen
flto) = vo,f'(to) = yi,...,f" V(ty) = yu_q for et givet tp € R og givne verdier
Yo, Y1,---,Yn—1 € R. Man kan vise, at hvis g(t) er en differentiabel funktion, s har ODE’en
i Ligning (13.18) netop én lesning, der opfylder en given begyndelsesveerdibetingelse. For ODE’er
som i Ligning (13.18) er en made at finde denne losning pa at bestemme dens fuldsteendige losning
forst. Vivil i dette afsnit beskrive, hvordan dette kan gores.

Den primeere ide er at relatere en losning til en linecer n’te-ordens ODE med konstante koefficienter
til en losning til et passende valgt system af linezere forsteordens ODE’er.

Saetning 13.4.1
Lad en reel funktion f : R — R veere givet. Hvis f er en losning til ODE’en

fO) +any- fV@E) 4 Har f1(E) + a0 f() =q(t), (13.19)

sé er vektoren af funktioner (f(t), f'(t), ..., f*~1(t)) en losning til folgende system af ODE’er:

A) R B 10 0
L R A O PR EEE
0 R I B ZC8 B FT

Omvendt, hvis (f1(t),..., fu(f)) er en losning til systemet af ODE’er i Ligning (13.20), si er
f1(t) en lesning til ODE’en i Ligning (13.19).

Bevis. Dette overlades til laeseren. O

Seetning 13.4.1 medferer, at man kan anvende al den teori, vi har udviklet i det forrige afsnit, nar
man undersgger en ODE som Ligning (13.18). For eksempel kan vi konkludere folgende.
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Korollar 13.4.2
Lad en inhomogen linecer n’te-ordens ODE

FOO) + g - fOD@E) + - a1 +ao- £(E) = q(t)

veere givet, og antag, at f,(t) er en partikuleer losning til denne differentialligning. Da er enhver
anden lesning f(t) pa formen f,(t) + fj,(t), hvor f;(t) er en losning til den tilsvarende homogene
ODE

FO) +ang - [V + - tar (1) + a0 f(£) =0. (13.21)

Bevis. Dette folger ved at kombinere Seetningerne 13.2.1 og 13.4.1. O

Som for systemer af n linezere forsteordens ODE’er kan man ogsa her vise, at losningsmaengden
til en homogen lineeer n’te-ordens ODE udger et vektorrum af dimension n. For at beskrive den
fuldsteendige losning skal man derfor finde  linesert uaftheengige losninger. Som med systemer
af linezere forsteordens ODE’er er forste skridt mod bestemmelse af den fuldsteendige lgsning
til en lineeaer n’te-ordens ODE at finde den fuldsteendige losning til den tilsvarende homogene
ODE. Hvis vi vil benytte Seetning 13.4.1, vil forste skridt veere at bestemme det karakteristiske
polynomium for matricer pa den form, der optraeder i Seetning 13.4.1. Heldigvis findes der en
praktisk formel for de karakteristiske polynomier af sidanne matricer. Den virker endda over
ethvert legeme F.

Lemma 13.4.3

Lad F veere et legeme, n > 2 et heltal og ag, ..., a,—1 € F. Da er det karakteristiske polynomium
for matricen

0 1 0 0
A=1 o 0 1 0
0 0 0 1

L _ao PR Y _aniz _an_l ]

lig med
pa(Z) = (—1)" - (Z" + a1 Z" 1+ -+ ;1 Z + ap).

Bevis. Vibeviser dette ved induktion pa n for n # 2. Hvis n = 2, kan vi direkte se, at

—Z 1
—ayp —a; — Z

pa(Z) = det (

) —(=2)(~a1 = 2) =1+ (~a0) = Z + @ Z + ap.

Antag nu, at n > 2, og at resultatet er sandt for n — 1. Udvikles determinanten af A — ZI, langs
den forste sgjle far vi, at:

—Z 1 0 0
det (A —ZI,) = —Z - det 0o ... —-Z 1 0
0 0 —Z 1

L —al .. DY —an72 _an—l —_ Z ]
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1 0 o0 0
—Z 1 0 0
+ (=1)" - (—ag) - det : . .l
0 -« —Z 1 0
0 - 0 -Z 1|

Benyttes induktionshypotesen pa den forste determinant efter ligheden og Seetning 8.1.5 pa den
anden determinant far vi, at

det(A—2ZL,) = (=2Z)-(=1)" 1 (2", 12" 24+ +a)) +(=1)" 1 (—ap) -1
= (=" (Z"+ an—lzn_l + - 4 a1Z 4 ag).

Dette fuldender induktionstrinnet. Dermed er lemmaet sandt for ethvert heltal n > 2. O

Bemeerk, at matricen i Lemma 13.4.3 pa engelsk kaldes en companion matrix for polynomiet
Z" +a, 1Z" ' 4+ ... 4+ ap. Lemma 13.4.3 medferer, at nir den linezre n’te-ordens ODE i
Ligning (13.18) skal loses, sa er det forste, man ber gere, at finde redderne i polynomiet
Z"+a, 1Z" '+ .-+ a1 Z + ag. Polynomiet

Z"+a, 172" Y+ 4 Z +a
kaldes ofte det karakteristiske polynomium for ODE’en

FOO +ana fOV O+ +an f(1) +ao- f(1) =0,

Vi kunne fortseette med at udvikle teorien om lineeere n’te-ordens ODE’er yderligere, men i denne
tekst vil vi afslutte vores studier af differentialligninger her.



Il Appendiks A

Appendikser

A.1 Enhedscirklen

Figur A.1: Enhedscirklen

Fra Figur A.1 kan man afleese adskillige veerdier for cosinus og sinus-funktionerne. Vardierne
af tangensfunktionen kan beregnes ud fra dem, fordi tan(x) = sin(x)/ cos(x). Her gives en lille
tabel med veerdier for tan(x). Symbolet — betyder at veerdien ikke er defineret.

270
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X —571/6 —3n/4 | 2n/3 | —n/2 | —m/3 | —1t/4 —7/6 0
tan(x) || 1/v/3 =+/3/3 1 V3 — | VB | -1 |-1/V/3=-V3/3|0
X /6 /4 /3 /2 | 2n/3 | 3w/4 57t/6 T
tan(x) || 1/v3 =+/3/3 1 V3 - 3| -1 | -1/v/3=-3/3|0

A.2 Udvalgte regneregler for differentiering

Differentiering af en sum:

(f()+g1) = f(t)+8'(1)

Differentiering af et produkt (produktreglen):

(f(t)-g(1)) = f'(t) - g(t) + f(t) - &'(t)

Differentiering af en sammensat funktion (keedereglen):

(Fg(0) = f'(g(t)-&'(1)

Differentiering af en kvotient (kvotientreglen):

(f(t)>' _F0) s F(1) -8
5(b) (

De afledte af nogle ofte-benyttede funktioner (a betegner en reel konstant; i udtrykket (a')" antages
a positiv; n er et heltal):

(a) =0 (at) =a (t") = nt"1
(eh) =¢t (a') = In(a)a’ (In(t)) =1/t
(sin(t))’ = cos(t) (cos(t)) = —sin(t) (tan(t)) = —1— =1+ tan(t)?

cos(t)
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A.3 Greeske bogstaver

Bogstav Bogstav Bogstav
Navn Stort Lille Navn Stort Lille Navn Stort Lille
alfa A « iota I i rho p 0
beta B B kappa K K sigma z 0,6
gamma T 0% lambda A A tau T T
delta A 0 my M U ypsilon Y v
epsilon E € ny N v phi O )
zeta Z 4 xi e ¢ chi X X
eta H n omikron O 0 psi Y P
theta ) 0,0 pi IT T omega QO w
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A.4 Lille ordbog over matematiske begreber

English to Danish

English

Danish

absolute value

argument (of a complex number)

augmented matrix
associative
biimplication

bijective, bijection
binomial equation, the
chain rule

co-domain

coefficient matrix
column (of a matrix)
column vector
commutative

complex conjugate
complex number
complex plane, the
composite, composition
continuous function
coordinate vector
definite integral

degree

derivative of a function
diagonal

diagonal matrix
disjoint

domain (of a function)
double root

(row) echelon form
equation

even number

equation

expansion of the determinant

absolutveerdi, modulus (i tilfeeldet af komplekse tal)
argument (af et komplekst tal)
totalmatrix (til et linezert ligningssystem)
associativ

biimplikation

bijektiv, bijektion

den binome ligning
keedereglen
dispositionsmaengde
koefficientmatrix (til et lineaert ligningssystem)
sojle

sejlevektor

kommutativ

kompleks konjugerede
komplekst tal

den komplekse talplan
sammensat, sammensaetning
kontinuert funktion
koordinatvektor

bestemt integral

grad

afledte funktion

diagonal

diagonalmatrix

disjunkt

definitionsmeengde
dobbeltrod

trappeform

ligning

lige tal

ligning

udvikling af determinanten (efter en reekke eller sojle)
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English Danish
field legeme
fraction broktal

general solution
identity matrix

image (of a function)
implication
indeterminate
injective

integer

intersection of sets
inverse element
Laplace expansion of the determinant
linear combination
linearly (in)dependent
limit

logically equivalent
logical proposition
lower triangular matrix
matrix, matrices
modulus

monic

natural number

odd number
particular solution
partial integration
polar coordinates
polynomial

preimage

product rule
propositional logic
primitive function
principal value of the argument
quotient rule

fuldsteendige losning
identitetsmatrix
billede, veerdimeengde
implikation

ubekendte

injektiv

heltal

feellesmeengde

inverst element
udvikling af determinanten (efter en reekke eller sgjle)
linearkombination
lineeert (u)afheengig
greensveerdi

logisk eekvivalent
logisk udsagn

nedre trekantsmatrix
matrix, matricer
modulus, absolutveerdi
monisk

naturligt tal

ulige tal

partikuleer losning
delvis integration, partiel integration
poleere koordinater
polynom, polynomium
urbillede
produktreglen
udsagnslogik
stamfunktion
hovedargument (af et komplekst tal)
kvotientreglen
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English

Danish

rank
real line, the
real number

reduced row echelon form

root of a polynomial
row (of a matrix)

row echelon form

row vector

scalar

second order equation
set

span

square matrix

square root

surjective

transpose

truth table

union (of sets)

unit circle

upper triangular matrix
vector space

vertex (vertices)

zero vector

rang (af en matrix)
den reelle tallinje
reelt tal

reduceret trappeform (af en matrix)

rod i et polynom
reekke

trappeform
reekkevektor

skalar

andenordens ligning
meengde

udspeending
kvadratisk matrix
kvadratrod

surjektiv
transponerede (matrix)
sandhedstabel
foreningsmaengde
enhedscirklen

ovre trekantsmatrix
vektorrum

hjerne(r), vinkelspids(er)
nulvektoren
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Dansk til Engelsk

Dansk

Engelsk

absolutveerdi

afledte funktion
andenordens ligning
antiderivative
argument (af et komplekst tal)
associativ

bestemt integral
biimplikation

bijektiv, bijektion
billede (af en funktion)
binome ligning, den
broktal
definitionsmeengde
delvis integration
diagonal
diagonalmatrix
disjunkt
dispositionsmeengde
dobbeltrod
enhedscirklen
fuldsteendige losning
foreningsmaengde
feellesmeengde

grad

greensveerdi

heltal

hjorne(r)
hovedargument (af et komplekst tal)
identitetsmatrix
implikation

injektiv

inverst element
koefficientmatrix
kommutativ
komplekst tal
komplekse talplan, det

absolute value, modulus (in case of complex numbers)
derivative of a function

second order equation

stamfunktion

argument (of a complex number)
associative

definite integral

biimplication

bijective, bijection

image

the binomial equation

fraction

domain (of a function)

partial integration, integration by parts
diagonal

diagonal matrix

disjoint

co-domain

double root, root of multiplicity two
unit cirlce

general solution

union (of sets)

intersection (of sets)

degree

limit

integer

vertex (vertices)

principal value of the argument (of a complex number)
identity matrix

implication

injective

inverse element

coefficient matrix (of a system of linear equations)
commutative

complex number

the complex plane
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Dansk

Engelsk

kompleks konjugerede
kontinuert funktion
koordinatvektor
kvadratisk matrix
kvadratrod
kvotientreglen
keedereglen

legeme

lige tal

ligning
linearkombination
lineeert (u)atheengig
logisk udsagn

logisk eekvivalent
losning til en ligning
matrix, matricer
modulus

monisk

meengde

naturligt tal

nedre trekantsmatrix
nulvektor

numerisk veerdi
partikuleer losning
partiel integration
polynom, polynomium
poleere koordinater
produktreglen

rang

reduceret trappeform
reelt tal

reelle tallinje, den
rod i et polynomium
raekke (af en matrix)
reekkevektor
sammensat, ssmmensaetning
sandhedstabel

skalar

complex conjugate
continuous function
coordinate vector
square matrix

square root

quotient rule

chain rule

field

even number

equation

linear combination
linearly (in)dependent
logical proposition
logically equivalent
solution for an equation
matrix, matrices
modulus

monic

set

natural number

lower triangular matrix
zero vector

absolute value, modulus (in case of a complex number)
particular solution
partial integration, integration by parts
polynomial

polar coordinates
product rule

rank (of a matrix)
reduced row echelon form
real number

the real line

root of a polynomial
row

row vector

composite, composition
truth table

scalar
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Dansk Engelsk

stamfunktion antiderivative, primitive function

surjektiv surjective

sojle (af en matrix) column

sojlevektor column vector

totalmatrix augmented matrix (of a system of linear equations)
trappeform row echelon form

trappematrix matrix in echelon form

transponerede transpose (of a matrix)

ubekendte indeterminate

udsagnslogik propositional logic

udspeending span

udvikling af determinanten expansion of the determinant (along a row or column)
ulige tal odd number

urbillede preimage

vektorrum vector space

vinkelspids, vinkelspidser
veerdimeengde (af en funktion)
ovre trekantsmatrix

vertex, vertices
image

upper triangular matrix
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Stikordsliste

B-koordinatvektor, 181

absolutveerdi, 60

afbildning, 22

afbildningsmatrix, 209

aftagende funktion, 29

algebraens fundamentalseetning, 88
algebraisk multiplicitet (af egenveerdi), 230
algoritme, 27

arccosinus, 33

arcsinus, 33

arctangens, 34

arcusfunktion, 33

argument (af komplekst tal), 60
associativ operation, 25

associativ operator, 59, 92

basis, 179

basis, ordnet basis, 158
basisskiftematrix, 186, 214
basistrin (for induktion), 46
begyndelsesveerdibetingelse, 248
begyndelsesveerdiproblem, 249
bevis ved induktion, 46
biimplikation, 6

bijektion, 26

bijektiv, 26

billede (af funktion), 22

billede (af matrix), 202
billedrum (af en lineeer afbildning), 206
billedrum (af matrix), 202

binom ligning, 81

binomium, 81

companion matrix, 269
cosinusfunktion, 31

De Morgans love, 9
definitionsmeengde, 22
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definitionsrummet, 197
delmengde, 16
DeMoivres formler, 67
determinant, 135
determinant (af 2 x 2-matrix), 136
diagonal (i matrix), 129
diagonalelement (i matrix), 129
diagonalisering, 231
diagonalmatrix, 138
differentieringsregneregler, 271
dimension (af en udspeending), 165
dimension (af vektorrum), 183
dimensionssetningen, 167
dimensionsseetningen (for linezere
afbildninger), 218
disjunkt forening, 19
disjunkt meengde, 19
disjunktion, logisk “eller”, 4
dispositionsmeengde, 22
dispositionsrummet, 197
distributiv lov, 59, 92
divisionsalgoritmen (for polynomier), 86
dobbeltrod, 77

egenrum (for lineeer afbildning), 228
egenrum (for matrix), 228

egenvektor (for linezer afbildning), 220
egenvektor (for matrix), 221
egenveerdi (for linezer afbildning), 220
egenveerdi (for matrix), 221

elementeer reekkeoperation, 101
enhedscirkel, 270

Eulers formel, 66

faktor (i polynomium), 84
fakultet, 37

Fibonacci-tal, 40

forcing function, 246, 251, 262, 267
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foreningsmeengde, 19 kald, rekursivt, 39

fuldsteendig losning (til homogent system af karakteristisk polynomium (for lineser
lineeere ligninger), 115 n’te-ordens ODE), 269

fuldsteendig lesning (til inhomogent system karakteristisk polynomium (for lineaer
af linecere ligninger), 116 afbildning), 226

fuldsteendig losning (til ODE), 246 karakteristisk polynomium (for lineser

fuldsteendig lesning (til system af linesere andenordens ODE), 263
forsteordens ODE’er), 253 karakteristisk polynomium (for matrix), 224

funktion, 22 kartesisk produkt, 20

feellesmeengde, 18 kerne (af en lineeer afbildning), 202

kerne (af en matrix), 164, 190

geometrisk multiplicitet (af egenveerdi), 230 kerne (af lineaer afbildning), 206

grad (af polynomium), 73 koefficient (i polynomium), 73

graeske alfabet, 272 koefficientmatrix (for system af lineaere

ligninger), 99

Hanois tarne, 42

heltal, 16

homogen forsteordens ODE, 246
homogen linezer #n’te-ordens ODE, 267
homogen linezer andenordens ODE, 262

koefficientmatrix (for system af ODE’er, 251
kommutativ operator, 59, 92

kompleks eksponentialfunktion, 64
kompleks konjugering, 57

ki lekse tal, 52
homogen linezer ODE, 244 omplekse tal,
i komplekse talplan, 53
homogent system af linezere forsteordens Fomleket vektorram. 174
ODF’er, 251 p ,

konjunktion, logisk “og”, 4

kontraposition, 10

koordinater (mht. ordnet basis), 169

koordinatskiftematrix, 186, 214

koordinatvektor (med hensyn til ordnet
basis), 181

kvadratisk matrix, 129

kvotient (i polynomisk division), 86

kvotientreglen (for differentiering), 271

keedereglen (for differentiering), 271

homogent system af linezere ligninger, 95
hovedargument, 60

hejre kerne (af en matrix), 164

hgjre nulrum (for en matrix), 164

identitetsfunktion, 22
identitetsmatrix, 130
imagineerakse, 53
imagineerdel, 53

implikation, 5

induktion med basistrin b, 50
induktionshypotese, 46
induktionsprincippet, 46

lang division (for polynomier), 86
Laplace-udvikling (af determinant), 140

induktionstrin, 46 led (i polynomium), 73

inhomogen n’te-ordens, lineser ODE, 267 ledende koefficient (i polynomium), 73

inhomogen forsteordens ODE, 247 legeme, 92

inhomogen linezer andenordens ODE, 262 linearkombination, 120, 150

inhomogen lineser ODE, 244 lineaer afbildning, 197

inhomogent system af linezere forsteordens linezer atheengighed, 121,176
ODE’er, 251 linezer forsteordens ODE, 246

inhomogent system af lineaere ligninger, 95 linezer ODE, 244

injektiv, 25 linecer transformation, 197

interval, 17 linezer uafhaengighed, 121, 176

invers funktion, 26 logisk konsekvens, 5

inverse trigonometriske funktioner, 33 logisk udsagn, 1

invertibel matrix, 130 logisk eekvivalens, 7

lukket interval, 18
Jordanblok, 241
Jordans normalform, 238, 242 matrix, 98
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matrixrepraesentation (af linezer afbildning),
209

modstrid, 5

modulus, 60

monoton funktion, 29

multiplicitet (af rod), 88

mengde, 16

meengdedifferens, 19

naturlige tal, 16

nedre trekantsmatrix, 139

nedre trianguleer matrix, 139
negation, 4

nulpolynomiet, 73

nulrum (af en lineeer afbildning), 206
nulrum (af en matrix), 163, 190
nulvektor, 173

nulvektor (i F"), 118

ODE (ordineer differentialligning), 244
ordnet basis, 179
ordnet standardbasis, 159

partikuleer losning, 217

partikuleer losning (til inhomogent system af
linezere ligninger), 97, 112

partikuleer losning (til system af linecere
forsteordens ODE’er), 251

pivot, 105

polynomiefunktion, 74

polynomisk division, 86

polynomium, 73

polynomiumsligning, 75

poleer form, 68

poleere koordinater, 61

produktreglen (for differentiering), 271

pseudo-kode, 28

rang (af matrix), 109

rang, sejlerang, 166
rationelle tal, 17

realakse, 53

realdel, 53

reduceret trappeform, 105
reelle tal, 16

reelle tallinje, 52

reelt vektorrum, 174
rektanguleer form, 53
rektanguleere koordinater, 53

281

rekursion, 37

rekursiv, rekursion, 39

rent imagineert tal, 53

rest (i polynomisk division), 86
rod, 75

reekke (i matrix), 99
reekkeoperation, 101
reekkevektor, 118, 124

sandhedstabel, 2

simileere matricer, 225
sinusfunktion, 31

skalar, 118,173

sporet (i matrix), 204
stamfunktion, 247
standardbasis (for ™), 179
surjektiv, 25

sgjle (i matrix), 99
sejlerum (for en matrix), 164, 192
sejlevektor, 118, 124

tallegeme, 92

tangensfunktion, 31

tautologi, 5

tom meengde, 17

totalmatrix (for system af linezere ligninger),
99

transponering (af matrix), 128

trappeform, 105

trigonometriske funktioner, 31

udsagnslogik, 1

udspeendende vektorer, 152
udspeending, 152, 178
udvikling (af determinant), 140
underrum, 189

vektor, 118,173

vektor (i F"?), 118

vektorrum, 173

venstre kerne (for en matrix), 164
venstre nulrum (for en matrix), 164
voksende funktion, 29
veerdimeengde, 22

abent interval, 18
ovre trekantsmatrix, 138
ovre trianguleer matrix, 138
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