llll Kapitel 10

Linezere afbildninger mellem vektorrum

Lad to vektorrum V; og V, vaere givet, begge over det samme legeme IF. En linezer afbildning
er da en funktion fra V; til V,, der er kompatibel med skalarmultiplikation og vektoraddition.
Mere preecist har vi felgende:

Definition 10.0.1

Lad Vi og V; veere vektorrum over et legeme IF. Da er en linezr afbildning fra Vi til V, en
funktion L : V; — V5, sdledes at:

(i) L(u+v) = L(u) + L(v) for alleu,v € V3,

(i) L(c-u) =c-L(u) forallec € Fogu € V.
En lineeer afbildning kaldes ogsa en lineer transformation. Bemeerk, at begrebet afbildning
pé engelsk kaldes map. Bemeerk desuden i formlen L(u + v) = L(u) + L(v), at symbolet
+ i u+ v betegner vektoraddition i V;, mens + i L(u) + L(v) betegner vektoraddition i

Vo. Tilsvarende betegner - i ¢ - u skalarmultiplikation i V;, mens det i ¢ - L(u) betegner
skalarmultiplikation i V5.

Hvor vi i det forrige kapitel studerede ét vektorrum ad gangen, kan linezere afbildninger
forbinde forskellige vektorrum med hinanden. Linezere afbildninger respekterer vektorrum-
strukturen: velges en skalar c lig med 0, og benyttes Ligning (9.1), fas for eksempel

L(0) = 0, (10.1)

hvor 0 pa venstre side af lighingen betegner nulvektoren i V;, og den pa hojre side betegner
nulvektoren i V. Tilsvarende, ved at veelge c = —1 og benytte Ligning (9.2), far man

L(—u) = —L(u). (10.2)
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Der findes selvfelgelig rigtig mange mulige afbildninger mellem to vektorrum, og generelt
vil ikke mange veere linezere. Lad os se pa nogle eksempler.

Eksempel 10.0.1
Betragt folgende funktioner fra R til R. Hvilke af dem er linecere afbildninger?

(@) f:R — R defineret ved x — x2,
(b) g:R — R defineret ved x — 2x + 1,

(¢) h: R — R defineret ved x — 2x.

Svar:

(@) f : R — R defineret ved x — x? er ikke en lineeer afbildning. For eksempel har vi
f(1+1) = f(2) =4, hvor vi, hvis f havde veret en linezer afbildning, burde have haft
fA+)=f)+f1)=14+1=2

(b) g:R — R defineret ved x — 2x + 1 er heller ikke en linezer afbildning, selvom grafen
for denne funktion er en linje. Vi har ¢g(0) = 1, men hvis ¢ havde vaeret en lineaer
afbildning, burde vi have haft ¢(0) = 0 jeevnfer Ligning (10.1).

(c) h : R — R defineret ved x > 2x er en lineeer afbildning. For alle x,y € R har vi
hix+y) =2(x+y) = 2x+2y = h(x) + h(y), og for alle c € R og x € R har vi
c-h(x) =c2x = 2cx = h(c - x).

Mere generelt er lineaere afbildninger fra R til R netop de funktioner, hvis graf er en ret linje,
der gér gennem origo. Dette vil altsa veere funktioner L : R — R, der opfylder, atx — a - x
for en konstant a € R. Arsagen er, athvis L : R — R er en linezer afbildning, sd har vi for
allex € R,at L(x) = L(x-1) = x- L(1). I den sidste lighed gjorde vi brug af egenskab to fra
Definition 10.0.1. Ved at seette 2 = L(1) far vi séledes L(x) = a - x for alle x € R.

Vi vil komme til at se, at der er en steerk forbindelse mellem lineaere afbildninger og matricer.

Af denne grund leegger vi ud med at studere lineeere afbildninger, der kommer af matricer,
for derefter at vende tilbage til studiet af linezere afbildninger i en mere generel ramme.

10.1 Lineeaere afbildninger ved anvendelse af matricer

Lad os starte med at definere en stor klasse af linezere afbildninger.

Definition 10.1.1

Lad FF veere et legeme og A € F"*" en matrix. Da defineres funktionen Ly : F" — F" ved
La(v) = A-vforallev € F".
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Det viser sig, at alle funktioner L : F" — F" som defineret ovenfor er linezere.

Lemma 10.1.1
Funktionen Lj : F" — [F" i Definition 10.1.1 er en linecer afbildning.

Bevis. Vi skal kontrollere de to betingelser fra Definition 10.0.1. Forst og fremmest har vi

La(u+v) = A-(u+v)
= A-u+A-v
= La(u)+ La(v) foralleu,v € F".

Derneest har vi

La(c-u)=A-(c-u)=c-(A-u)=c-La(u) forallec € Fogu € F".

I Eksempel 10.0.1 sd vi, at funktionen & : R — R, x + 2x var en linecer afbildning. Det er
faktisk et interessant seertilfeelde af Definition 10.1.1: hvis vi veelgern = m = 1, F = R og
A = [2] i Definition 10.1.1, far vi funktionen h. I stedet for A = [2] kunne vi ogsa blot have
skrevet A = 2. Nar man angiver en 1 x 1-matrix, er det almindeligt at udelade parenteserne |

-

Eksempel 10.1.1
Lad F = R, og veelg

Yderligerer defineres

Spoergsmal: Bestem La (u), Lao(v) og Lao((1/2)u+ v) med A, u og v givet som ovenfor.

Svar: Vi har

= aom=| L9 ]2 2| EDe2aed )| 2
S R 1] [o2+@1/2)-1] [172

og tilsvarende

La(u)=A-v= -1 0 | (1]_| (=)-1+0-3 | _| —1
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Egentlig kan vi udregne La ((1/2)u + v) pé forskellige mader. Den mest direkte metode er
forst at beregne vektoren (1/2)u + v og derefter beregne A - ((1/2)u + v). Geres dette, far vi

PN
= + =

1/2 3 7/2
og derfor

2 -1 0 2 —2
LA((l/Z)u+V):LA<[7/2]>:[ 0 1/2]'[7/2]:[7/4]'

En anden metode til beregning af La ((1/2)u + v) er at udnytte, at L er en lineaer afbildning,
og at vi allerede har udregnet La (u) og La (V):

2 1

3

(1/2)u+v = (1/2) +

La((1/2)u+v) = La((1/2)u)+ La(v) = (1/2)La(u) + La(v)
(1/2)[ 2 +[3_/12] = [7_/1

1/2
Se Figur 10.1 for en illustration af billederne af vektorerne u og v samt billedet af vektorer,
der ligger i et parallelogram, hvor to af siderne er de givne vektorer u og v.

/L_A\ 4 T
3 i
2 i
Av
1 1
Au
1 4 4 3 -2 1 1
-1 -1

Figur 10.1: Eksempel pd en linezer atbildning givet ved en 2 x 2-matrix.

Eksempel 10.1.2
Som i forrige eksempel lader vi F = R og definerer

“[i] )



Kapitel 10 [||| 10.1 LINEARE AFBILDNINGER VED ANVENDELSE AF MATRICER 195

Denne gang veelger vi matricen

I dette tilfeelde har vi

LA<u>:A.v:[‘1 —1]“]:[_1]
=[]

En illustration er givet i Figur 10.2. Denne gang er billedet af det bla omrdde (parallelogram-
met) blot linjen, der forbinder (—1,1) og (2, —2). Det er derfor ikke synligt pa figuren, da det
er skjult bag tegningen af vektorerne Au og Av.

)
-1 1

La(u) =A-v= [ 11

24
Au 1
1 1 2
11
_:1 o Av

Figur 10.2: Endnu et eksempel pa en lineer afbildning givet ved en 2 x 2-matrix.

Eksempel 10.1.3
Lad F = R, og veelg

Al |1 11 1] poa
12 3 4

Den tilsvarende linezere afbildning L : R* — R? fungerer som folger:

01 01
I V) 1111 o2 | U1+ 02+ 03+ 04
SN 123 4 V3 01 + 205 + 303 + 40,

U4 U4
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Sa har vi for eksempel

—1 0 1
1 0 2 2 -1 0

L — , L = og L - .
0 1 1

Som Eksempel 10.1.3 viser, kan det godt ske, at en linecer afbildning L, afbilder en vektor til
nulvektoren. Meengden af sdidanne vektorer har et seerligt navn:

Definition 10.1.2
Lad FF veaere et legeme og A € F"*" en matrix. Da er kernen af matricen A, betegnet ved ker A,
felgende meengde af vektorer:

kerA={veF'|A-v=0}.

Bemeerk, at man pd en eekvivalent made kan definere kernen af en matrix A som alle vektorer
fra IF", der afbildes til nulvektoren af den lineaere afbildning L. Vi kan ogsa teenke pa
vektorerne i kernen som netop de vektorer, der er losninger til det homogene system af
linezere ligninger med koefficientmatrix A.

Bemeerkning 10.1.1

En bemeerkning om terminologien er pa sin plads her: nogle forfattere foretraekker at bruge
ordet nulrum for det, vi kalder kernen af en matrix. Pa engelsk er den tilsvarende betegnelse
null space, mens andre mulige engelske betegnelser er right kernel eller right null space. Arsagen
til ordet “right”, altsa “hejre”, er, at matricen er ganget med en sgjlevektor fra hajre. Man
kunne ogsa have taget udgangspunkt i maengden af reekkevektorer u € F'*™, sledes at
u - A = 0. Denne mengde kan pa engelsk kaldes left kernel eller left null space.

En af grundene til, at vi her har introduceret begrebet kerne af en matrix, er, at det faktisk er
et underrum. Lad os vise dette i folgende lemma.

Lemma 10.1.2
Lad FF veere et legeme og A € F"*" en matrix. Da er kernen af A et underrum i [F".

Bevis. Bemeerk forst og fremmest, at 0 € ker A, hvilket viser, at kernen af A ikke er den
tomme meengde. Dette betyder, at hvis vi seetter W = ker A, sa er kravet om, at W ikke er
tomt i Lemma 9.3.2, opfyldt.

Lad u,v € ker A og ¢ € F. Da har vi

A-(ut+c-v)=A-u+A-(c-v)=A-ut+c-(A-v)=0+c-0=0. (10.3)

Her har vi benyttet, at A-u = 0, 0g A-v = 0,da u,v € ker A. Ligning (10.3) viser, at
u-+c-v € ker A. Dermed medferer Lemma 9.3.2, at ker A er et underrum i IF”. O
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Dimensionen af ker A betegnes nullA grundet den engelske betegnelse nullity for dimensio-
nen af kernen.

Eksempel 10.1.4
Lad F = R, og betragt matricen

A— 1111 .
1 2 3 4
Bestem en basis for ker A, og beregn dimensionen af kernen af A.

Svar: Kernen af A bestar af alle vektorer v = (v1,vp,v3,04) € R*, der opfylder A - v = 0.
Vi har for eksempel set i Eksempel 10.1.3, at vektoren (1, —1,—1,1) afbildes i (0,0) af den
lineeere afbildning La. Derfor er (1, —1,—1,1) € ker A.

Vi kan teenke pd vektorerne i kernen som netop de vektorer, der er losninger til det
homogene system af to linecere ligninger med koefficientmatrix A. For at beskrive alle disse
losninger, folger vi den samme procedure som forklaret i Eksempel 6.4.3 og Seetning 6.4.4.
Derfor starter vi med at bringe matrix A pa reduceret trappeform:

1 111 — 1 1 11 — 1 0 -1 -2
1 23 4| Ro+<R—R |012 3| R+<R—-R |01 2 3 |
Nu kan vi se, at v = (v1,02,v3,v1) € ker A, hvis og kun hvis v; —v3 —2v4 = 0, og

vy + 203 + 3v4 = 0. Ligesom i Eksempel 6.4.3 (eller direkte ved hjeelp af Seetning 6.4.4)
ser vi, at

1 2
kerA ={ # - -2 +- B | t1,t2 € R
1 0
0 1
Vektorerne

1 2

-2 o -3

1 &

0 1

udspeender dermed ker A. Faktisk forteeller Korollar 9.3.4, at disse to vektorer danner en
basis for ker A. Derfor er en basis for ker A givet ved

1 2
-2 -3
1 || o
0 1

Da denne basis bestar af to vektorer, konkluderer vi, at dimensionen af kernen af A er to.
Med andre ord: nullA = 2.
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Vi har allerede set, at vi kan betragte vektorerne i kernen som netop de vektorer, der
er losninger til det homogene system af linezere ligninger med koefficientmatrix A. Ved
anvendelse af Korollar 9.3.4 opnar vi felgende resultat, som ofte kaldes dimensionssaetningen
for matricer.

Seetning 10.1.3
Lad F veere et legeme og A € F"*"" en matrix. Da geelder der, at

p(A) +null(A) =n,

hvor p(A) betegner rangen af matricen A, og null(A) betegner dimensionen af kernen af
matricen A.

Bevis. Ved at anvende Korollar 9.3.4 ser vi, at kernens basis indeholder preecist n — p(A)
vektorer. Derfor er null(A) = dimker(A) = n — p(A). Dette medferer, at p(A) + null(A) =
n. [

Bemeerk, at dimensionsseetningen for matricer pa engelsk kaldes the rank-nullity theorem for
matrices, hvilket afslorer seetningens indhold. Vi har seti Lemma 10.1.2, at kernen af en matrix
A € F"" er et underrum i [F". Med andre ord: ker A er et underrum i definitionsmeengden
for den lineere afbildning L, : F" — F". Til en matrix A € F"*" kan man ogsa knytte et
underrum i ", dispositionsmangden for den linezere afbildning La : IF" — IF™. Dette gores
i folgende definition.

Definition 10.1.3

Lad FF veere et legeme og A € [F"*" en matrix. Da er sgjlerummet af matricen A, betegnet ved
colspA, det underrum i [F”, der er udspeendt af sgjlerne i A. Dimensionen af sogjlerummet af
en matrix A kaldes sgjlerangen af A.

Bemezerk, at begreberne sgjlerum og sejlerang pa engelsk kaldes column space, henholdsvis
column rank.

Lemma 10.1.4

Lad [ veere et legeme og A € [F"*" en matrix. Da er colspA, segjlerummet af matricen A,
netop billedet af den linecere afbildning L : F" — F™.

Bevis. Et element fra sgjlerummet af en matrix A er per definition en linearkombination
af sgjlerne i A. Pa den anden side er et element af billedet af den linezere afbildning
La : F* — F" pa formen A - v for en vektor v = (vy,...,v,) € F". Ved at anvende
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Definition 7.2.1 kan vi omskrive dette som en linearkombination af segjlerne i A som folger:

ail ... dip 01 a1 A1n

Aml  --+ Amn On Am1 Amn

Derfor bestér billedet af den linezere afbildning Ls netop af alle linearkombinationer af
sojlerne i A. Og dette er netop sejlerummet af matricen A. O

Bemeerkning 10.1.2

P& grund af Lemma 10.1.4 kaldes sejlerummet af en matrix A ogsa ofte for billedet eller
billedrummet af A.

Vi har tidligere introduceret rangen af en matrix i Definition 6.3.2. Rangen p(A) af en matrix
A, som defineret i Definition 6.3.2, kaldes nogle gange mere korrekt rakkerangen af matricen
A, da man kan vise, at dimensionen af vektorrummet udspeendt af reekkerne i A er lig med
p(A). Det viser sig dog, at for enhver matrix er dens raekkerang og sejlerang ens. Derfor vil
vi blot kalde sgjlerangen af en matrix A for rangen af matricen og pd simpel vis betegne den
ved p(A) med samme notation som i Definition 6.3.2.

Det er ikke indlysende fra Definitionerne 6.3.2 og 10.1.3, at reekkerang og sejlerang af en
matrix altid er de samme. En leeser, der er villig til at acceptere, at dette er tilfeeldet, kan
springe resten af dette afsnit over, men for den interesserede leeser giver vi herunder et kort
bevis af, hvorfor reekkerang og sejlerang altid er lig med hinanden.

Seaetning 10.1.5

Lad IF veere et legeme og A € F"*" en matrix. Da er reekkerangen og sgjlerangen af matricen
A ens.

Bevis. Reekkerangen p(A) af en matrix A er per definition lig med antallet af pivoter i A’s
reducerede trappeform. Seetning 9.3.3 medferer dog, at antallet af vektorer i en basis for
sgjlerummet af A ogsd er lig med dette antal pivoter. Derfor er dimensionen af sgjlerummet
af A ogsd lig med p(A). O

Eksempel 10.1.5

I dette eksempel onsker vi at beregne rangen af matricen A fra Eksempel 10.1.1 samt
dimensionen af dens kerne. Vi har altsa at gere med

A= -1 y € R?**2,
0 1/2

For at bestemme kernen af A kan man i princippet folge samme procedure som i Eksempel
10.1.4, men da vi her har at gore med en kvadratisk matrix, veelger vi en lidt anderledes
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tilgang og anvender determinanter.

Forst og fremmest er detA = (—1) - 1/2 = —1/2. Specifikt er det A # 0. Derfor medferer
Korollar 8.3.6, at kernen af matricen A kun indeholder nulvektoren, det vil sige ker A = {0}.
Derfor er null(A) = dim{0} = 0i dette eksempel.

Dimensionssaetningen (Seetning 10.1.3) medforer sd, at matricen A har rang p(A) =
2 — 0 = 2. Vi kunne ogsa have beregnet rangen ved hjelp af Korollar 8.3.5: da det A # 0,
medferer denne korollar, at de to sejler i A er lineeert uaftheengige (man kunne ogsa verificere
dette direkte). Derfor har A sgjlerang to, og sd medferer Seetning 10.1.5, at p(A) = 2.

Eksempel 10.1.6

I dette eksempel onsker vi at beregne rangen af matricen A fra Eksempel 10.1.2 samt
dimensionen af dens kerne, sa vi har at gore med

A=

-1 1| CRexe
1 -1

Bemeerk, at det A = 0 denne gang. Derfor er sgjlerne i A ikke linecert uatheengige ifolge

Korollar 8.3.5. Faktisk er summen af sgjlerne i A lig nulvektoren, hvilket bekreaefter, at de er
linezert afheengige. Vi konkluderer, at

o[ 1] 2]} ([ 2]}

-1
Da vektoren . ikke er nulvektoren, konkluderer vi, at dimensionen af colspA er

én. Specifikt har vi p(A) = 1 (som i det forrige eksempel benyttede vi Seetning 10.1.5).
Dimensionssaetningen medferer, at null(A) =2 -1 =1.

Bemeerk, at Figur 10.2 intuitivt antyder, at billedet af den linezere afbildning L : R? — R?
er endimensionelt. Ifelge Lemma 10.1.4 er billedet af L5 det samme som sgjlerummet af A, sd
intuitionen stemmer.

10.2 Lineeaere afbildninger mellem generelle vektorrum

Forrige afsnit fokuserede pa lineaere afbildninger, der baseres pa matricer, men Definition
10.0.1 tillader langt mere generelle lineaere atbildninger. Det viser sig, at begreberne kerne
og billede ogsa giver mening i den generelle ramme. Lad os forst gennemga nogle flere
eksempler.

Eksempel 10.2.1

Lad F = C, og betragt det komplekse vektorrum C[Z] (se Eksempel 9.1.5). Husk p4, at
C|Z] betegner meengden af alle polynomier med koefficienter i C. Betragt nu afbildningen
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D : C[Z] — C[Z] defineret ved D(ag + a1Z +arZ* + - - - + a,Z") = ay +2arZ + - - - +na,Z" 1.
Med andre ord sender afbildningen D et polynomium p(Z) til dets afledte p(Z)’. Man kan
vise, at D er en lineeer afbildning.

Eksempel 10.2.2

Lad Vi = F"" og V, = F, og lad en kvadratisk matrix A € IF"*" veere givet. Da er sporet,
betegnet ved Tr(A), defineret som summen af diagonalelementerne. Med andre ord:

a1 ... a1

Ayl ... Oupn

Betegnelsen Tr er en forkortelse for det engelske begreb for sporet af en matrix: trace.
Spergsmal: Er afbildningen Tr : F"*" — TF defineret ved A — Tr(A) en lineeer afbildning?

Svar: For at finde ud af, om sporafbildningen Tr : F**" — F som defineret ovenfor, er linezer,
tjekker vi, om alle betingelser i Definition 10.0.1 er opfyldt. Ved at anvende notationen fra
Definition 10.0.1 har vi V; = F**" og V, = [F. Vi ber forst tjekke, at disse er vektorrum over
et legeme FF. Det viser sig, at begge er vektorrum over F, hvilket for V; ses i Eksempel 9.1.4
med m = n, og hvilket for V; ses i Eksempel 9.1.1 med n = 1.

Nu skal vi tjekke, om Tr opfylder de to betingelser fra Definition 10.0.1. Lad os veelge
vilkérlige ¢ € IF og u, v € F"*". Derfor kan vi skrive

an a1y b1 bin
u=| | og v=| :
an1 Ann b bun
Da geelder
ayg ... aig bi1 ... by, ann+bn ... ay + b,
utv=1o ] L= : :
Ayl --- Qun b1 ... bu am +ba ... gy + by
og
air ... dip c-ay1 ... C-ai1pn
cru=c =
Ayl .. Qpn C-@yl ... C-duy
Derfor er

Tr(u+v)=a11+bi1+ G +buw=a11+ - Gun +b11+ - bpp = Tr(u) + Tr(v)

08
TI'(C'll):C'a11+"'C'ﬂnn:C'(a11+"‘ﬂnn):C'Tl'(u).

Vi konkluderer, at Tr : F"*" — [F defineret ved A +— Tr(A) er en lineeer afbildning.



Kapitel 10 [||| 10.2 LINEARE AFBILDNINGER MELLEM GENERELLE VEKTORRUM 202

Eksempel 10.2.3
Lad F = R, og betragt afbildningen m5 : R> — R? defineret ved ms5(vy,v2) = (5v1,502).
Med andre ord, effekten af afbildning m5 pd en vektor er, at vektoren ganges med skalaren
5. Visuelt betyder dette, at retningen af en vektor ikke sendres, men at den bliver fem gange
leengere. Man kan vise, at dette er en lineeer afbildning mellem reelle vektorrum.

Mere generelt kan man vise, at hvis IF er et legeme, og c € FF er en skalar, sa er afbildningen
m, : IF" — F" defineret ved m.(u) = ¢ - u en linecer afbildning mellem vektorrum.

Eksempel 10.2.4

Betragt for « € R afbildningen R, : R> — R? defineret ved R, (v1,v2) = (cos(a) - v1 — sin(a) -
vy, sin(a) - v1 + cos(a) - v2). Geometrisk er effekten af R, pa (v1,v2) € R? en rotation mod
uret om (0,0) med vinklen «. For eksempel, hvis « = 71/2, sd er R /»>(v1,v2) = (—v2,v1).
Man kan vise, at R, er en linecer afbildning.

Eksempel 10.2.5

Vi veelger F = C. Lad Vj vaere meengden af polynomier i C[Z] af grad hejst tre, og lad
Vo veere meengden af polynomier i C[Z] af grad hejst fire. Bade V; og V, er vektorrum
over C. En mulig basis for V; er givet ved meengden {1, Z, 72 Z3}, mens en basis for V5 er
{1,7,72,73,7*}. Derfor er dim V; = 4 og dim V, = 5. Definér nu afbildningen L : V; — V,
ved p(Z) — (i+2Z) - p(Z). Bemeerk, at vi for ethvert p(Z) € Vy har (i+2Z) - p(Z) € V»
ved brug af Ligning (4.1). Man kan vise, at L er en lineeer afbildning. Hvis p1(Z), p2(Z) € V4,
og ¢ € C, sd geelder der nemlig, at

L(p1(Z) +p2(2)) = (i+2Z)-(p1(Z) +p2(2))
= (i+2Z) -p1(Z2) + (i +22Z) - p2(2)
= L(p1(2)) + L(p2(2))

og
Lle-p1(2)) = (i+2Z) -c-pi(Z) = c- (i +22) - p1(Z) = ¢~ L(p1(2))-

Eksempel 10.2.6

Som et afsluttende eksempel pa en linezer afbildning betragter vi afbildningen ev : C[Z] — C?
defineret ved p(Z) — (p(0),p(1)). For eksempel er ev(Z?>+Z +1) = (0> +0+ 1,12+ 1+
1) = (1,3). Man kan vise, at ev er en linezer afbildning.

Vi afslutter dette afsnit med nogle generelle egenskaber ved linezere afbildninger. Forst ser vi
péd sammensetningen af to linecere afbildninger. Det vil veere en fordel, hvis leeseren forst
genopfrisker Afsnit 2.2, hvor vi definerede sammensatningen af to funktioner.

Saetning 10.2.1

Lad [F veere et legeme og Vi, V2, V3 vektorrum over F. Antag yderligere, at L, : Vi — V3, og
Ly : Vo — V3 er linecere afbildninger. Da er sammenseetningen Ly o L; : V3 — V3 ogsa en



Kapitel 10 [||| 10.2 LINEARE AFBILDNINGER MELLEM GENERELLE VEKTORRUM 203
linezer afbildning.

Bevis. Lad os velge vilkdrlige u, v € Vj og c € F. Ved at udnytte lineariteten af L; og L, samt
definitionen af sammenseetningen af to funktioner far vi
(LyoLy)(u+v) = Ly(Li(u+v))
Ly(Li(u) + Li(v))
(
2

= Ly(Li(u)) + Lo(Ly(v))
= (LaoLy)(u)+ (LyoLy)(v)

08
(LyoLy)(c-u) = La(Li(c-u)) = Lp(c- Li(u)) =c-La(L1(u)) =c- (Lp o L1)(u).

Ifolge Definition 10.0.1 er afbildningen L o L; : V; — V3 dermed en lineeer afbildning. ]

Da enhver funktion f : A — B har et billede, nemlig meengden image(f) = {f(a) | a € A}
som behandlet i Afsnit 2.2, har en lineeer afbildning L : V; — V, ogsa et billede. I lyset
af Lemma 10.1.4 generaliserer dette ideen om sgjlerummet af en matrix til rammerne af
generelle linezere afbildninger. Man kan vise, at billedet af en lineeer afbildning L : V; — V)
er et underrum i V;. Begrebet kerne kan ogsa generaliseres.

Definition 10.2.1

Lad F veere et legeme, V1 og V> vektorrum over IF og L : Vi — V; en linezer afbildning. Da er
kernen af afbildningen L:
kerL={veV; | L(v) =0}.

P& samme mdade som for kernen af en matrix kan man vise, at kernen af en linezer afbildning
L:Vi — V,eretunderrumi Vj.

Eksempel 10.2.7

Lad os genbesoge Eksempel 10.2.1. Vi betragtede den lineaere afbildning D : C[Z] — C[Z],
der sender et polynomium p(Z) til dets afledte. De eneste polynomier, hvis afledte er
0, er konstante polynomier, det vil sige polynomier pd formen p(Z) = ag. Derfor er
kerD = {ag | a9 € C} = C. Bemeerk, at {1} er en basis for ker D, sa vi kan konkludere, at
dimker D = 1.

Da denne teori senere vil blive anvendt i emnet om differentialligninger, tager vi her endnu
et eksempel, der involverer afledte.

Eksempel 10.2.8

Lad Cw(R) veere vektorrummet af alle uendeligdifferentiable funktioner fra R til R, som
behandlet i Eksempel 9.3.4. Lad os betragte afbildningen L : Co(R) — Co(R), hvor
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f — f'— f. Som saedvanlig betegner f’ den afledte af funktionen f. Da f € Cs(R), er
ogsa f’ uendeligdifferentiabel, saledes at f’ € Cs(R). Man kan vise, at L er en lineser
afbildning. Ved at bruge Definition 10.2.1 ser vi, atker L = {f € C(R) | f' — f = 0}. Med
andre ord: kernen af L bestar af de funktioner f € Cw(R), der opfylder, at den afledte af
f er den samme som f selv. Med endnu andre ord: kernen af L bestar af alle funktioner i
Cw(R), som er losninger til differentialligningen f' = f. Et eksempel pa en funktion, der
opfylder denne differentialligning, er eksponentialfunktionen exp : R — IR defineret ved
t — ef. Ogsé alle skaleringer f = ¢ -exp med ¢ € R er losninger til differentialligningen
f' = f. Det er muligt at vise, at der ikke er flere losninger i Co (R) end disse. Derfor er ker L
et endimensionelt underrum i C(IR) med basis {exp}.

Bemaeerkning 10.2.1

Eksponentialfunktionen blev ogsé diskuteret i Eksempel 2.3.2, men dens dispositionsmeengde
blev dér defineret til R>(. Strengt taget er eksponentialfunktionen fra Eksempel 2.3.2 derfor
ikke den samme funktion som eksponentialfunktionen i dette eksempel. Da begge funktioner
afbilder ethvert x € IR til nojagtig den samme veerdi, nemlig e*, er det dog en smule
overflodigt at anvende forskellige notationssystemer for disse funktioner. Af denne grund vil
vi gennemgaende betegne begge funktioner ved exp.

Eksempel 10.2.9

Som et sidste eksempel pd kernen af en linezer afbildning tager vi et kig pa afbildningen ev fra
Eksempel 10.2.6. Afbildningen ev : C[Z] — C? blev dér defineret ved p(Z) — (p(0), p(1)).
Derfor har vi

kerev = {p(Z) € C[Z] | (p(0),p(1)) = (0,0)} = {p(2) € C[Z] | p(0) =0 A p(1) = 0}.

Det er muligt at beskrive kernen af ev mere specifikt. Lad os starte med at beskrive meengden
af polynomier p(Z), der opfylder p(0) = 0, altsd alle de polynomier p(Z), der har veerdien 0
som en rod. Ved at benytte Lemma 4.6.2 konkluderer vi, at

{r(2) e CZ] | p(0) = 0} = {Z-q(2) | 9(2) € C[Z]}.

Hvis bade p(0) = 0,0g p(1) = 0,sé harvi,at p(Z) = Z-q(Z) foretq(Z) € C[Z], og p(1) = 0.
Men dette er aekvivalent med at sige, at p(Z) = Z - q(Z) for et g(Z) € C[Z], 0og q(1) = 0.
Anvendes Lemma 4.6.2 igen men nu for q(Z) og roden 1 ser vi,at g(Z) = (Z — 1) - s(Z) for et
s(Z) € C[Z]. Derfor far vi, at p(Z) € kerev, hvis og kun hvis p(Z) =Z - (Z —1) - s(Z) for et
s(Z) € C[Z]. Vi konkluderer derfor, at

kerev = {p(Z) € C[Z] | p(0) =0 A p(1) =0} ={Z-(2—-1)-5(Z) | s(Z) € C[Z]}.
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10.3 Lineeaere afbildninger mellem endeligdimensionelle vektorrum

Lad os antage, at vi er givet et endeligdimensionelt vektorrum V over et legeme IF, hvor
vi for eksempel har dim V' = n. Da kan vi veelge en ordnet basis for V, som vi kan kalde
B = (vi,...,vn), hvorvy,..., v, erlineert uathengige vektoreri V. Som vi har set i Definition
9.2.4, kan vi for alle v € V producere en unik koordinatvektor [v|g € IF". Dette betyder,
at vi kan definere en funktion ¢ : V' — " ved v + [v]g. Ved at kombinere Lemma 9.2.2
og Definition 10.0.1 konkluderer vi straks, at funktionen ¢ er en lineaer afbildning. For
en givet vektor (cy,...,c,) € F" er det nemt at opskrive en vektor i V, der har (cy,...,cn)
som sin koordinatvektor (med hensyn til basis B). Denne vektor er nemlig netop vektoren
V = c1-V]+ -+ ¢y -V, og denne er ifolge Lemma 9.2.1 den eneste vektor, der har
koordinaterne (c,...,c,)! Det, vi rent faktisk har opndet her, er den inverse funktion af
¢p- Lad os formulere disse udsagn i et lemma og give en fuldsteendig bevis.

Lemma 10.3.1

Lad [F veere et legeme, V et vektorrum over IF med dimension n og f = (v, ..., V,) en ordnet
basis for V. Da er funktionen ¢g : V' — " defineret ved v ~ [v]g en lineaer afbildning.
Desuden er funktionen ¢g : " — V defineret ved (cy,...,cn) + c1- V1 + -+ ¢y - vy den
inverse af ¢ 0g 0gsa en lineeer afbildning.

Bevis. Vihar allerede vist i diskussionen forinden dette lemma, at ¢g : V — IF" er en lineeer
afbildning mellem vektorrum over F. Lad os nu ved ¢ : F" — V betegne den afbildning,
der er defineret ved (cq,...,¢y) V> €1 -V + -+ + ¢y - vy, Vi skal forst sikre os, at Pp er
den inverse funktion (,blgl, hvilket vil betyde, at y3 o ¢g(v) = v for alle v € V, samt at
¢popp(cr,...,cn) = (c1,...,cu) foralle (cy,...,c,) € F". Viser, at dette er opfyldt, da

(ppodp)(v) = yp([vlp) = v

og

(ppotp)(cr ..., cn) = Pplcr-vi+ - +cu-vy) = (c1,...,Cn)-
Der er nu kun tilbage at kontrollere, om ¢ er en lineeer afbildning, hvilket vi overlader til
leeseren. O

Arsagen til, at de linezre afbildninger $p 0g Pp er sa nyttige, er, at de kan anvendes til
at beskrive en generel lineeer afbildning mere eksplicit. Lad os antage, at vi er givet en
linecer afbildning L : Vi — V; som i Definition 10.0.1, og at vi ved, at bade V; og V, er
endeligdimensionelle vektorrum, for eksempel med dimV; = n og dim V, = m. Vi kan
sd veelge en ordnet basis for Vi, lad os sige B = (v1,...,V,), hvor vy,...,v, er linesert
uafheengige vektorer i V. P4 samme mdde kan vi veelge en ordnet basis for V,, for eksempel
v = (Wi,...,Wy), hvor wy, ..., wy,, € V; er lineeert uatheengige vektorer i V,. Pointen er nu,
at vi i stedet for at arbejde med den abstrakte lineaere afbildning L : V; — V5 kan veelge at
arbejde med funktionen ¢, o L o ¢5 : IF" — ™. Effekten er, at de abstrakte vektorrum V; og
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V, er blevet erstattet af de mere handgribelige vektorrum F" og [F". Ved at benytte Seetning
10.2.1 i kombination med Lemma 10.3.1 kan vi konkludere, at funktionen ¢, o L o {5 rent
faktisk er en lineeer afbildning mellem vektorrum over FF, da det er sammensaetningen af
linezere afbildninger.

Vi har i Afsnit 10.1 set, at enhver matrix A € F"*" giver anledning til en linezer afbildning
La : F" — F™, ved at der defineres v — A - v. Faktisk er enhver linezer afbildning fra [F" til
F"™ af denne form. Lad os vise dette nu:

Lemma 10.3.2

Lad FF veere et legeme og L : F" — F" en lineaer afbildning. Da findes der praecis én matrix
A € F"™*" g3ledes at L = Ly. Betegnes standardbasisvektorerne for [F" ved ey, ..., e,, sa
udgores sgjlerne i matricen A af L(eq),...,L(e,).

Bevis. Hvis v = (c1,...,cy) € F", sderv = c;-e;+ -+ ¢, - e,, da den i'te standardba-
sisvektor for IF" har et ettal som koordinat i og nuller derudover. Da L er en lineer afbildning,
harviL(v) =L(c;-e1+--+cy-e,) =c1-L(ey)+ -+ +cu-L(ey). Derfor opfylder matricen
A med sejlerne L(eq),...,L(e,),at A-v=c;-L(e;)+---+c,-L(ey) = L(v). Dette viser, at
L = La.

Det, der er tilbage at vise, er, at matricen A er unik. Antag, at der findes en anden matrix
B € F"*" saledes at L = Lg. Vi vil vise, at A = B. Hvis A # B, vil det veere muligt at finde
en sojle, lad os kalde den sgjle 7, for hvilken matricerne A og B er forskellige. Bemeerk, at
den i'te sejle i A er lig med L(e;) grundet konstruktionen af matricen A. P4 den anden side
er L(e;) = Lg(e;) = B - e;, hvilket netop er den i’te sejle i B. Tilsyneladende er den i'te sgjle
i A og B begge lig med L(e;) og altsa alligevel ikke forskellige. Denne modstrid viser, at
antagelsen A # B ikke kan veere gyldig, og derfor at A = B. O

Vi vil for en givet lineeer afbildning L : V; — V, anvende dette lemma pa den tilknyttede
linezere afbildning L = ¢, o Lo g : F" — ™. Lad os, fer vi fortsaetter med den generelle
teori, forst gennemga et eksempel.

Eksempel 10.3.1

Vi genbesoger Eksempel 10.2.5. I det eksempel var V; vektorrummet bestdende af polynomier
i C[Z] af hejst tredje grad og V, vektorrummet af polynomier i C[Z] af hojst fjerde grad.
Derfor kan vi som ordnet basis for V; veelge g = (1, Z, Z?, Z3), mens en mulig ordnet basis
for V, er givet ved v = (1, Z, LA E, Z4). Den linezere afbildning L : V; — V), beskrevet i
Eksempel 10.2.5 afbildede et polynomium p(Z) til (i +2Z) - p(Z).

Lad os starte med at forklare, hvad den linezre afbildning ¢, : Vo — F° er i dette
tilfeelde. Et element i V, er et polynomium af hgjst fjerde grad. Derfor er v € V; et
polynomium pé formen ag + a;Z + - - - + a,Z* med ag,ay,...,a4 € C, hvilket allerede er
skrevet som en linearkombination af vektorerne i den ordnede basis (1, Z, ..., Z*). Derfor er
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Py(ag+mZ+---+ a4Z*) = (ag,ay,...,a4), i vektornotation:

ag
a
pr(ao+mZ 4 +azf) = |
ag
Ligeledes har vi
bo
vg Zl =bo+ b1 Z + by Z° + b3 Z°.

2
bs

Vi kan beskrive den linezere afbildning L ved at undersege, hvad der sker med basisvektorerne
i den valgte ordnede basis 8, ndr de passerer igennem afbildningen L. Det gores nemmest
ved at udtrykke resultatet som en linearkombination af basisvektorerne i den valgte ordnede
basis «y. Vi far:

L(1)=(i+2Z)-1=i+2Z, L(Z)=(i+2Z)-Z=iZ+27?
L(Z%) = (i+2Z)- 2> =iZ*+27°, L(Z%) = (i+22)-Z° =iZ> +2Z*
Lad os nu bestemme matricen A beskrevet i Lemma 10.3.2. Vi skal udregne L(e;) for i =

1,...,4, hvor (ej, e, e3,e4) er den ordnede standardbasis i F*, og L = ¢, 0 L o Pp: F* — .
Da far vi:

1
= 0
L(et) = (proLoyp)(e) = (proLoyy) | |
0
= (¢yoD)(1)
= ¢, (i+2Z)
R
2
= 0
0
- O -
og tilsvarende
[0 ] [ 0] [ 0]
i 0 0
Lle)=|2|, L(es)=|i |, og L(es)=]0
0 2 i
| 0 | | 0 | | 2 |
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Ved anvendelse af Lemma 10.3.2 har vi L = ¢, o Lo g = L, hvor

0
0

o

i

>
I

o o o N~
.o o o

S O N =
N

Definition 10.3.1

Lad [F veere et legeme og L : V; — V5 en lineeer afbildning mellem to endeligdimensionelle
vektorrum med dim V; = n og dim V, = m. Lad desuden f veere en ordnet basis for V; og -y
en ordnet basis for V,. Da betegner vi ved ,, [L]g € F"*" matricen beskrevet i Lemma 10.3.2,
ndr den anvendes pé den lineeere afbildning L = ¢, o Lo g : F" — F". Matricen ,[L]4
kaldes matrixrepraesentationen af eller alternativt afbildningsmatricen for L med hensyn til de
ordnede baser 8 og 7.

Bemeerk, at begrebet afbildningsmatrix pa engelsk kaldes mapping matrix. For at undga
unedvendige beregninger vil vi beskrive afbildningsmatricen . [L]s mere direkte:

Lemma 10.3.3

Lad [F veere et legeme og L : Vi — V5 en lineeer afbildning mellem to endeligdimensionelle
vektorrum med dim V; = n og dim V, = m. Lad desuden B = (vy,...,Vv,) vere en ordnet
basis for V; og o en ordnet basis for V. Da har afbildningsmatricen for L med hensyn til de
ordnede baser $ og v billedvektorerne [L(v1)],, ..., [L(V,)], som sejler. Det vil sige:

y[Llp = [L(vD)ly - - - [L(va)]4]-

Bevis. Ved at kombinere Definition 10.3.1 og Lemma 10.3.2 ser vi, at ,[L] har sejlerne
L(e1),...,L(en), hvor ey,..., e, er standardbasisvektorerne for F", og L = ¢, o L o yy.
Bemaerk nu, at vi for alle i mellem 1 og n har yg(e;) = v; ved brug af definitionen af
Yp givet i Lemma 10.3.1. Yderligere er ¢,(w) = [w], for alle w € V; ved definitionen af
afbildningen ¢g. Derfor har vi for alle i mellem 1 og n, at

L(e;) = (pyoLoyp)(e) = (¢y 0 L)(vi) = ¢y (L(vi)) = [L(Vi)ly-

I Eksempel 10.3.1 bestemte vi matrixrepraesentationen af en linezer afbildning (matricen
betegnet ved A i eksemplet). Lad os gennemga et par eksempler mere.
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Eksempel 10.3.2

Dette eksempel er en fortsaettelse af Eksempel 10.2.4. Dér betragtede vi for « € R den linezere
afbildning R, : R? — RR? defineret ved R, (v1,v2) = (cos(a) - v3 — sin(a) - v, sin(a) - v1 +

cos(a) - v2). Ved at veelge den ordnede standardbasis f = v = (1) , [ (1) ]) for R? for
bade definitionsmeengden og dispositionsmeengden for den lineaere afbildning R,, opndr vi,
at
cos(a) —sin(«
y[Relp=| . (®) @)1 (10.4)
sin(a)  cos(a)

Pointen med at repreaesentere en linezer afbildning L med matricen ., [L] g, er, at strukturen af
den oprindelige lineaere afbildning er "indkodet" i denne matrix. Den folgende setning gor
dette mere praecist.

Saetning 10.3.4

Lad F veere et legeme og V1, V> og V3 tre endeligdimensionelle vektorrum over [F. Lad
desuden S,y og § veere ordnede baser for henholdsvis V;, V> og V3. Da geelder der, at

(i) [L(v)]y = 4[L]p - [v]g for enhver lineeer afbildning L : V; — V; og enhver v € V1.

(ii) s[Mo L]g = s[M]y - 4[L]p for alle linecere afbildninger L : V| — V2 0g M : V, — V3.

Bevis. Vi beviser forst det forste punkt. Lad os skrive A = ,[L]z for nemheds skyld. Vi
har set, at ¢, o Lo g = La ved brug af notationen fra Lemma 10.3.1. Derfor er ¢, o L =
La o (pg)~' = La o ¢g. Men s fér vi for enhver v € Vy, at (¢, 0 L)(v) = (La o ¢g)(v). En
reduktion af venstre- og hejresiden giver

(¢y 0 L)(v) = ¢4 (L(v)) = [L(v)],

0g
(La©dp)(v) = La(@p(v)) = La([vlp) = 4[Llp - [V]p-

Derfor er [L(v)], = 4[L]p - [v]g, hvilket er, hvad vi skulle vise.

Beviset for det andet punkt er lignende. Vi skriver A = ,[L]g og B = ;[M], for
nemheds skyld. Vi har Lx = ¢, 0Loyp og Lg = ¢s o M o ¢, hvilket medferer, at
LpoLa = ¢s0 Moy o¢,oLoyy. Ved at udnytte, at ¢, og ¢, er hinandens inverse jeevnfor
Lemma 10.3.1, far vi, at Lg o Lo = ¢s0 Mo Lo ¢g. Vi har pd den ene, at Lg o Lo = Lgp.a,
og pa den anden side, at ¢s c Mo Lo ¢pg = Lc, hvor C = ;[M o L]g. Dette medforer, at
s[MoLlg =B-A = ;[M],-,[L]p, hvilket er, hvad vi enskede at vise. O

Det forste punkt i denne seetning forteeller os simpelthen, at matricen - [L] indeholder al
den information, vi har brug for for at kunne beskrive den linezere afbildning L: at udregne
L(v) og derneest at udregne koordinatvektoren for resultatet med hensyn til den ordnede
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basis 7y for V; er nejagtig det samme som at gange matricen . [L|g med koordinatvektoren for
v med hensyn til den ordnede basis p for V;. Det andet punkt siger, at sammensaetning af
linecere afbildninger opferer sig paent med hensyn til matrixrepraesentationer. Lad os se pa et
eksempel pa dette.

Eksempel 10.3.3

Vi fortseetter med Eksempel 10.3.2. Vi har set, at hvis vi vaelger  og <y til at veere standardbasen
for R?, s er o B g som angivet i Ligning (10.4). Husk p4, at afbildningen R, : R? — R?
geometrisk kan forstas som en rotation om origo med vinklen « mod uret. For eksempel svarer
R /7 til en rotation pa 71/2 radianer (90 grader). Dette betyder, at R,;/2 © R;/2 = Ry, altsd en
rotation pa samlet 7t radianer (180 grader), hvorfor vi har, at R (v1,v2) = (—v1, —v2). Lad os

tiekke det andet punkt i Setning 10.3.4for V) = V, = V3 =R%, =y =6 = ([ (1) , [ (1) ])

og L = M = Ry /5. S& pa den ene side har vi
1 0

a1 )3 213 2]

P& den anden side ser vi ved anvendelse af Ligning (10.4) med a = 7, at

5IRz/2ly = 4[Rny2lp = [ 0 1 ]

og derfor

-1 0
5[Rz/20 Repolp = s[Rnlp = [ S ] .

Vi konkluderer, at vi ganske rigtigt har 5[R;/2 © Ry /2]g = s[Ry/2]y - 4 [Ry/2]p, nojagtigt som
det bor veere.

Ved at udfere samme udregninger for M = R,, og L = R,, og udnytte, at Ry, o Ry, =
Ry, +a,, Opnar man, at

cos(a) —sin(aq) ] ‘ [ cos(ap) —sin(ay) ] _ [ cos(ag +ap) —sin(ag + ap)
sin(ag)  cos(aq) sin(ap)  cos(ap) sin(ag +ap)  cos(ag + ap)

Denne identitet medferer faktisk additionsformlerne for cosinus og sinus, som vi benyttede i
beviset af Lemma 3.4.1:

cos(ay + ap) = cos(aq) cos(ap) — sin(aq ) sin(ay)

)
sin(ag + ap) = sin(ay) cos(ay) + cos(aq) sin(ay).
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Eksempel 10.3.4
LadF =RogV; = R?, V, = R?, og lad

A=

11
2 0|

Betegn ved La : R> — R? den lineare afbildning defineret ved v — A - v. Vi har for eksempel
La -1 N T O I e O I
2 20 2 —7
1 11 1 2
L — o = .

(a) Veelg de ordnede standardbaser f = ¢ = ([ (1) ] , [ (1) ]) for V1 og V,, og bestem

0g

Sporgsmal:

y[Lalg.
(b) Velg de ordnede standardbaser p = v = ([ _21 ] , [ 1 ]) for V; og V>, og bestem
4L A]ﬁ.
Svar:
(a) Da v er valgt som standardbasen, og
=01 + 02 ,
(%] 1

har vi, at [ o ] = [ o1 ] for alle v1, v2 € R. Ved brug af Lemma 10.3.3 fér vi, at
(%) ” (%]
11 _ A
20
Man kan faktisk pa en lignende made se, at man for ethvert legeme IF og enhver matrix

A € F" " har [La]g = A, hvis B og 7 er de ordnede standardbaser for [F"*, henholdsvis
F".

y[Lalg = [[La(e1)]y [La(e2)],] = [La(e1) La(e2)] =[A-e1 A-ey] =

-1

(b) Nu veelger vi de ordnede baser = ¢y = ( [ X

] , [ 1 ]) for Vi og V5. Ved brug af

Sl

Lemma 10.3.3 har vi, at

o = s ([ e (3 )] -

A
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For at bestemme [w], for en w € R? skal man generelt lose et lineaert ligningssystem.
Mere preecist, hvis vi skriver w = (wy, wy), er malet at finde nogle c1,¢; € R?, saledes

MESEESN

Derfor skal vi lose systemet af lineaere ligninger i de ubekendte c; og ¢, givet ved:

R EEE

Dette kan i princippet gores ved anvendelse af teorien fra Kapitel 6, alternativt ved at
multiplicere systemet pa begge sider af lighedstegnet med matricen.

P!

Vi er dog heldige i dette tilfeelde, da vi direkte kan se, at

1] 1 1] [ 1
= —]. . ’ d f = ,
!_2 (-1) [2] og derfor [_2 0]
. d L
[2 =2 [ : ] , hvilket medferer [2 = b ]
1 2
dy L
-1 0
L = .
v[Lalp [ 0 2]

Resultatet er en overraskende paen matrix, nemlig en diagonalmatrix (se Definition
8.1.3).

+c2-

samt

Vi konkluderer, at

Som det sidste i dette afsnit betragter vi matricer pa formen L]z i et scenarie, hvor L er
identitetsafbildningen fra et vektorrum V til sig selv: idy : V. — V, v — v. Her er f og 7 to,
muligvis forskellige, ordnede baser for V. Fra den forste del af Seetning 10.3.4 ser vi, at

ylidv]g - [v]g = [v], foralleve V. (10.5)

I ord siger Ligning (10.5), at hvis man ganger matricen ,[idy|s med B-koordinatvektoren
af en vektor vi V, er resultatet y-koordinatvektoren af v. Af denne grund kaldes matricen
ylidv]p for en koordinatskiftematrix, alternativt en basisskiftematrix. Bemaerk, at disse begreber
pa engelsk kaldes change-of-coordinates matrix, henholdsvis change-of-basis matrix.
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Eksempel 10.3.5
Lad V = {p(Z) € C|Z] | degp(Z) <3}. B=(1,Z,7%,Z%) og v = (Z3,7Z%,Z,1) er to ordnede
baser for V.

Spergsmal: Bestem den tilsvarende koordinatskiftematrix ., [idy|.

Svar: Lemma 10.3.3 forteller, at vi skal bestemme [1],, [Z],, [Z?], og [Z%], for at lese opgaven.
Da den eneste forskel mellem 8 og -y er reekkefolgen pa basisvektorerne, er dette ikke sa sveert
at gore. For eksempel er

[1]7 =

_ O O O

da 1 er den fjerde basisvektor i 7. Ved at fortseette pd samme mdde for de andre basisvektorer
opnar man den gnskede koordinatskiftematrix:

0001
. 0010
didvls =10 1§ ¢
1000

Vi afslutter dette afsnit med nogle fakta om koordinatskiftematricer, der vil vise sig nyttige
senere hen.

Lemma 10.3.5
Lad FF veere et legeme, V et vektorrum over FF af endelig dimension 7 og B,y samt 6 ordnede
baser i V. Da geelder

(@) slidv]y -y [idv]s = s[idv]s,

(i) g [idy] g = I, hvor I, betegner n x n-identitetsmatricen, og

(ii)) (y[idv]p)~" = plidv],-

Bevis. Det forste punkt felger direkte fra punkt to i Seetning 10.3.4. Det andet punkt geelder
klart, da koordinaterne af en vektor med hensyn til § ikke aendrer sig, hvis den ordnede basis
B ikke eendres. Bemeerk for det tredje punkt, at vi ifelge den forste og anden del af seetningen
har . [idv]s - glidv], = 4[idv], = I, og pa samme made glidy], - ,[idv]s = glidv], = L.
Derfor er (,[idy]g) ' = glidy],. O
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10.4 Anvendelser af matrixrepraesentationen af en lineager afbildning

Nu hvor vi har muligheden for at repraesentere linezere afbildninger mellem endeligdimen-
sionelle vektorrum med en matrix, vil vi benytte dette til at beskrive mere detaljeret, hvordan
man bestemmer kernen og billedet af en linezer afbildning. Vi starter med en mere generel
beskrivelse af losninger til ligninger, der involverer en lineeer afbildning.

Satning 10.4.1

Lad F veere et legeme og L : V; — V; en lineeer afbildning mellem vektorrum over F. Lad
ogsé en vektor w € V, veaere givet, og definér S = {v € V; | L(v) = w}. Da vil netop én af de
folgende to scenarier forekomme:

(i) S = @. Dette er tilfeeldet, hvis og kun hvis w ¢ imageL.

(i) S={vy,+v|vekerL}, hvorv, € V; er en vektor, sdledes at L(v,) = w.

Bevis. Hvis S = @, sa har ligningen L(v) = w ingen losninger. Dette er eekvivalent med
udsagnet om, at ingen vektor v € V; afbildes til w. Dette er igen det samme som at sige, at w
ikke er i billedet af L.

Hvis § # ©, kan vi konkludere, at der findes en vektor v, € Vj, séledes at L(vp) = w.
Hvis ¥ er en vektor, sdledes at L(V) = w, sa ser vi ved at bruge lineariteten af L, at
L(V—-v,) = w—w = 0. Derfor er vV —v, € kerL. Da v = v, + (Vv —v,), og, som Vi
allerede har set, vV — v,, € ker L, viser dette, at S C {v, + v | v € ker L}. Omvendt, hvis en
vektor er pa formen v, + v foretv € kerL,sder L(v, +v) = L(v,) + L(v) = w+0 = w.
Dette viser, at {v, +v | v € ker L} C S. Ved at kombinere begge resultater, kan vi konkludere,
atS={v,+v|vekerL}. O

Derfor er strukturen af lesningsmeengden til en ligning pa formen L(v) = w fuldsteendig
bestemt. Vektoren vy, hvis en sidan eksisterer, kaldes en partikuler losning. Bemeerk, i hvor hej
grad dette ligner Seetning 6.1.2. Det er ikke en tilfeeldighed. Losningsmaengden til et system
af lineeere ligninger med totalmatrix [A|b] er trods alt den samme som lesningsmeengden
til ligningen La(v) = b. Desuden er ker L lig med losningsmeengden til det homogene
system af linezere ligninger med koefficientmatrix A. Derfor er Seetning 6.1.2 sddan set blot et
seertilfeelde af Seetning 10.4.1.

Hvis bade V; og V; er endeligdimensionelle vektorrum, kan vi beregningsmeessigt lose en
ligning pé formen L(v) = w ved at lose et passende system af linezere ligninger. Vi formulerer
dette mere preecist i den folgende seetning.

Seetning 10.4.2

Lad F veere et legeme og L : Vi — V; en lineaer afbildning mellem endeligdimensionelle
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vektorrum over F. Lad B = (vy,...,V,) veere en ordnet basis for V; og v = (w1,..., wy,) en
ordnet basis for V. S& geelder der, at

{veW|L(v)=w}={c1-vi+---cn-Vn|c=(c1,...,cn)opfylder o[L]g-c = [w]}.

Seerligt er
kerL = {c1-vi+---cp-Vu|(c1,...,cn) € kerq[L]g}.

Bevis. Anvendes Lemma 10.3.1 pd vektorrummet V; med den givne ordnede basis B, ser vi,
at de lineeere afbildninger ¢ : Vi — [F" defineret ved v + [v]g og ¢ : F" — Vi defineret
ved (c1,...,¢q) = €1+ V1 + -+ + ¢y - Vi, er hinandens inverse.

Antag, at L(v) = w. Da er [L(v)], = [w],, hvilket ved hjeelp af det forste punkt i
Seetning 10.3.4 medferer, at - [L]g[v]g = [w],. Hvis vi skriver (cy,...,c,) = [v]g, sa er
vV =c1-V]+---+cy- vy, Dette viser, at

{veVi|L(v)=w} C{cr-vi+---cp-Vy|c=(c1,...,cy) opfylder ,[L]g - ¢ = [w], }.
[w],. Vektoren v =

[v]g = [w],. Ved at benytte
w. Dette viser, at

Antag omvent, at ¢ = (cy,...,cy) € F" opfylder ,[L]s - c
€1-V1+ -y vy har egenskaben, at [v]g = c. Derfor er - [L] -
Seetning 10.3.4 igen, ser vi, at [L(V)], = [w],. Mensd er L(v) =

{veVi|[L(v)=w} 2 {c1-vi+--cn-Vy|c=(cy...,cn)opfylder o[L]g-c = [w]}.
Ved at kombinere ovenstaende to resultater folger den forste del af seetningen.

Ved at veelge w = 0 folger udsagnet om ker L. O

Pointen med denne saetning er, at det for at bestemme alle losninger til ligningen L(v) = wer
nok at bestemme alle losninger til ligningen - [L] - ¢ = [w],. Sidstnaevnte ligning er et system
af lineeere ligninger med totalmatrix [, [L]4|[w],], som vi kan lese ved hjeelp af teknikkerne
fra Kapitel 6. Det faktum, at kernen af en linezer afbildning kan bestemmes ved hjeelp af
matrixrepreesentationen af den pageeldende afbildning, har felgende paene konsekvens, der
kendes som dimensionssatningen for linezere afbildninger. Bemeerk, at dette begreb pa engelsk
kaldes the rank-nullity theorem for linear maps.

Korollar 10.4.3

Lad F veere et legeme og L : Vi — V} en lineeer afbildning mellem endeligdimensionelle
vektorrum over F. Da geelder der, at

dim(ker L) 4+ dim(imageL) = dim V;.
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Bevis. Hvis {v1,...,v4} er en basis for ker L, sé er {[vi]g,...,[v4]p} en basis for ker[L]g
jeevnfer Seetning 9.2.3. Defor er dimker L = dimker,[L]s. Derudover er dimimagel =
dim image, [L]4 jeevnfer Korollar 9.3.5. Dermed folger resultatet fra dimensionsseetningen for
matricer (se Seetning 10.1.3). O

Eksempel 10.4.1

Dette eksempel er en variation af Eksempel 10.2.9. I det eksempel betragtede vi afbildningen
ev : C[Z] — C2? defineret ved p(Z) — (p(0),p(1)) og bestemte dens kerne. Lad nu
V1 C C[Z] veere underrummet af C[Z] bestdende af alle polynomier af grad hejst tre. Sé er
B = (1,Z,7% 73) en ordnet basis for V. For C? veelger vi den ordnede standardbasis (ej, e;).
Lad os nu betragte den lineare afbildning L : V; — C? defineret ved L(p(Z)) = (p(0), p(1)).
Med andre ord: vi afgreenser definitionsmeengden for ev til V; men eendrer ellers ikke noget.

Spoergsmal: Hvad er kernen af den linezere afbildning L beskrevet ovenfor? Hvad er alle
losninger til ligningen L(p(Z)) = (5,8)?

Svar:

Vi kan bestemme ker L pa flere mader, men lad os her benytte Seetning 10.4.2. For at
bestemme ker L bestemmer vi forst kernen af o [L]z. Vihar L(1) = (1,1) = 1-e; +1- e,
L(Z)=(0,1) =1 ey, L(Z?) = (0,1) =1 ey 0g L(Z?) = (0,1) = 1 - e,. Derfor er

1000
111 1]

W[L]/S = [

Den reducerede trappeform af denne matrix kan i dette tilfeelde hurtigt bestemmes ved, at
den forste reekke traekkes fra den anden reekke. Vi opndr matricen:

1000
0111

Fra dette resultat far vi ved hjeelp af Seetning 6.4.4 og Korollar 9.3.4, at en basis for ker, [L] er
givet ved meengden

0 0
—1 ~1
1 || o
0 1

Dermed er en basis for ker L givet ved meengden {—Z + 72, -7+ Z3}, og vi har sd, at
ker L = {tl . (—Z+Z2) + 1t - (—Z+Z3) ‘ t1,tr € C}.

Vi besvarer det afsluttende sporgsmal om lesningerne til ligningen L(p(Z)) = (5,8) ved
at benytte Seetning 10.4.1. Det eneste, vi mangler, er en partikuleer losning. Vi kan igen
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omdanne ligningen til et system af linezere ligninger, hvilket giver anledning til et system af
inhomogene linezere ligninger med totalmatrix

1 00 0|5

som har reduceret trappeform )
1 0 0 05
I 01113

En partikuleer losning (c1, ¢z, ¢3, c4) skal opfylde ¢; = 5 0g ¢z + ¢3 + ¢4 = 3. Derfor er (5,3,0,0)
en partikuleer lgsning, som svarer til polynomiet f(Z) = 5+ 3Z. Ved hjeelp af Seetning 10.4.1
konkluderer vi, at alle losninger til ligningen L(p(Z)) = (5,8) udger meengden

{543Z+4t-(=Z+2Z%)+ty-(—Z+Z%) | t1,t, € C}.

En lille sidebemeerkning: en anden mdde at bestemme ker L pa er at udnytte, at vi allerede
har bestemt kernen af ev : C[Z] — C? i Eksempel 10.2.9. Da har vi nemlig, at

kerL = kerevnVy
= {z-(z-1)-5(2) |s(z) eClZ]}
= {Z-(Z—-1)-s5(2) |s(Z) € C[Z],degs(Z) < 1}.

Her benyttede vi, at Z- (Z — 1) - s(Z) € V; geelder, hvis deg(Z - (Z —1) -s(Z)) < 3. Da
deg(Z-(Z—1)-s(Z)) =1+1+degs(Z),servi,atZ-(Z—1)-s(Z) € Vj,nardegs(Z) < 1.
Vi lader det veere op til leeseren at kontrollere, at denne made at bestemme ker L pa giver
samme resultat som for.






	Tilkendegivelser
	Forord
	Indhold
	Figurliste
	Udsagnslogik
	Prolog: Et logisk problem om etiketter og krukker
	Kom i gang med udsagnslogik
	Logisk konsekvens og ækvivalens
	Anvendelsen af logik i matematikken
	Epilog: det logiske problem om etiketter og krukker

	Mængder og funktioner
	Mængder
	Funktioner
	Eksempler på funktioner

	Komplekse tal
	Introduktion til de komplekse tal
	Aritmetik med komplekse tal
	Modulus og argument
	Den komplekse eksponentialfunktion
	Eulers formel
	Den polære form af et komplekst tal

	Polynomier
	Definition af polynomier
	Polynomier af anden grad med reelle koefficienter
	Polynomier med reelle koefficienter
	Binomier
	Divisionsalgoritmen
	Rødder, multipliciteter og faktoriseringer

	Rekursion og induktion
	Eksempler på rekursivt definerede funktioner
	Hanois tårne
	Summationssymbolet
	Induktion
	En variant af induktion

	Systemer af lineære ligninger
	Strukturen af lineære ligningssystemer
	Transformering af et system af lineære ligninger
	Den reducerede trappeform af en matrix
	Bestemmelse af alle løsninger til systemer af lineære ligninger
	Entydighed af den reducerede trappeform

	Vektorer og matricer
	Vektorer
	Matricer og vektorer
	Kvadratiske matricer

	Determinanter
	Determinanten af en kvadratisk matrix
	Determinanter og elementære rækkeoperationer
	Alternative beskrivelser af determinanten

	Vektorrum
	Definition af og eksempler på vektorrum
	Basis for et vektorrum
	Underrum i et vektorrum
	Ekstra: hvorfor har ethvert vektorrum en basis?

	Lineære afbildninger mellem vektorrum
	Lineære afbildninger ved anvendelse af matricer
	Lineære afbildninger mellem generelle vektorrum
	Lineære afbildninger mellem endeligdimensionelle vektorrum
	Anvendelser af matrixrepræsentationen af en lineær afbildning

	Egenværdiproblemet og diagonalisering
	Egenvektorer og egenværdier
	Egenrum
	Diagonalisering
	Fibonacci-tal genbesøgt
	Ekstra: Hvad hvis diagonalisering ikke er mulig?

	Systemer af lineære ordinære differentialligninger af første orden med konstante koefficienter
	Lineære førsteordens ODE'er
	Systemer af lineære førsteordens ODE'er med konstante koefficienter
	Relationen mellem systemer af lineære førsteordens ODE'er og lineære andenordens ODE'er
	Relationen mellem systemer af lineære førsteordens ODE'er og lineære differentialligninger af højere orden

	Appendikser
	Enhedscirklen
	Udvalgte regneregler for differentiering
	Lille ordbog over matematiske begreber

	Stikordsliste



