Il Kapitel 9

Vektorrum

9.1 Definition af og eksempler pa vektorrum

I de foregdende kapitler har vi arbejdet med linearkombinationer af vektorer fra F”, hvor F
er et tallegeme (typisk IF = R, eller IF = C). Vi har set, at elementer i [F" kan leegges sammen
og ganges med skalarer, dvs. ganges med elementer fra [F. Det viser sig at vaere en stor fordel
at tage et mere abstrakt synspunkt og beskrive nogle vaesentlige egenskaber helt fra start af.
Disse egenskaber opstilles som sakaldt aksiomer. Dette gjorde vi pa tilsvarende vis, da vi
definerede et legeme. Ogsa dér blev flere egenskaber ved de reelle og komplekse tal opstillet
som aksiomer for et sddant legeme. For vektorer og skalarer kan vi opstille folgende:

Definition 9.1.1

Et vektorrum over et legeme IF er en meengde V af elementer kaldet vektorer med to operationer
defineret, som opfylder otte aksiomer. Den forste operation kaldes addition og betegnes ved
symbolet 4. Den tager som input to elementer u, v € V og returnerer en vektor i V skrevet
som u + v. Den anden operation kaldes skalarmultiplikation og kan betegnes ved symbolet - .
Den tager som input et element ¢ € F, i denne sammenheeng typisk kaldet en skalar, og en
vektor u € V og returnerer en vektor i V skrevet som c - u. De otte aksiomer, der skal veere
opfyldt, er folgende:

i) u+(v+w)=(u+v)+wforalleuv,weV
(il) u+v=v-+uforalleuveV
(iii) Der eksisterer en vektor 0 € V kaldet nulvektoren, sdledes at u + 0 = u for alleu € V

(iv) For ethvert u € V eksisterer der et element —u € V kaldet den additivt inverse af u,
saledesatu+ (—u) =0
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(v) ¢c-(d-u)=(c-d)-uforalleu € Vogallec,d € F
(vi) 1-u=wuforalleu eV
(vii) ¢c-(u+v)=c-u+c-vforalleu,ve Vogallec € F

(viii) (c+d)-u=c-u+d-uforalleuec Vogallec,decF

Bemeerk i punkt 5 med formlen (c - d) - u, at den forste forekomst af symbolet - (altsa
i udregningen c - d) angiver multiplikation i legemet IF, mens den nzeste - angiver
skalarmultiplikation i vektorrummet V. Tilsvarende i punkt 8 med formlen (¢ +4d) - u =
c-u+d-uangiver den forste forekomst af symbolet + addition i IF, mens den neeste +
angiver additioni V.

Eksempel 9.1.1

Lad os betragte V = [F”" sammen med addition og skalarmultiplikation som defineret tidligere
i Ligningerne (7.1) og (7.2). Dette udger et eksempel pa et vektorrum. Vi kan verificere,
at vi ganske rigtigt har at gere med et vektorrum, ved at kontrollere, om de otte aksiomer
for vektorrum fra Definition 9.1.1 er opfyldt. Bemeerk, at fem af dem allerede blev neevnt i
Seetning 7.1.1. Nulvektoren, som er pakraevet af det tredje aksiom, er simpelthen nulvektoren
i[F", og den additivt inverse af en vektor som pakraevet af det fjerde aksiom gives som:

01 —01

Herefter mangler vi kun at vise opfyldelse af kravet i det sjette aksiom, hvilket er nemt gjort,

1-| : | = : = | : | foralle t| e F
Up 1 -9, (2 (o

Vi har hermed bekreeftet, at F" er et vektorrum over legemet IF.

Et vektorrum over legemet R kaldes typisk et reelt vektorrum. Pa samme made kaldes et
vektorrum over legemet C typisk et komplekst vektorrum. Vi har i de tidligere kapitler faktisk
allerede modt eksempler pd vektorrum. Lad os gengive et par stykker.

Eksempel 9.1.2

Betragt meengden C af komplekse tal. Hvis vi saetter F = C og n = 1 i Eksempel 9.1.1,
konkluderer vi, at vi kan opfatte C som et vektorrum over sig selv. Vi kan ligeledes
ogsa opfatte C som et vektorrum over de reelle tal R. Som addition + velger vi blot
additionsdefinitionen af komplekse tal. Da vi kan gange to komplekse tal sammen, kan vi
selvfolgelig ogsd gange et reelt tal med et komplekst tal. Dette giver os det nedvendige
skalarprodukt. At alle otte aksiomer fra Definition 9.1.1 er opfyldt, kan udledes fra
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Seetningerne 3.2.2 og 3.2.3.

Eksempel 9.1.3

P& samme made som i Eksempel 9.1.2 kan man betragte maengden af reelle tal R som et
vektorrum over sig selv, men ogsd som et vektorrum over legemet af rationale tal Q (se
Eksemplerne 2.1.4 og 6.1.1 for en beskrivelse af legemet Q).

Eksempel 9.1.4

Betragt meengden [F"*" af m x n-matricer med elementer i et legeme [F. Ved at veelge
matrixaddition som defineret i Definition 7.2.3 samt skalarmultiplikation som defineret ved:

all PR aln C.all PR C.aln

Am1 - Amn C-mr -+ C-lmn

angiver de forste to punkter i Seetning 7.2.1, at de forste to vektorrumsaksiomer er opfyldt.
Den m x n-matrix, der kun indeholder nulelementer, fungerer som nulvektor. Alle andre
aksiomer kan kontrolleres pa tilsvarende vis, hvilket vi overlader til leeseren.

Eksempel 9.1.5

Betragt meengden C[Z] af polynomier i variablen Z med koefficienter i C som defineret
i Definition 4.1.1. P4 denne meengde har vi som addition + den saedvanlige addition af
polynomier. Vi kan gange to polynomier sammen, hvorfor vi selvfelgelig ogsa kan gange et
konstant polynomium med et andet polynomium. Dette giver os et skalarprodukt pd C[Z].
Vi vil ikke gore det her, men man kan vise, at alle otte aksiomer fra Definition 9.1.1 er opfyldt.
Saledes er C[Z] et vektorrum over C.

Eksempel 9.1.6

Betragt meengden F af alle funktioner med definitionsmaengden R og dispositionsmaengden
R. Hvis f : R — R og r € R er givet, kan man definere funktionen - f : R — R som
(r-f)(a) =r- f(a) for alle a € R. Dette definerer skalarmultiplikation pa F. Addition pé
F defineres pa en tilsvarende made: hvis f : R =+ R og ¢ : R — R er givet, defineres
funktionen (f + ) : R — Rsom (f + g)(a) = f(a) + g(a) for alle 4 € R. Man kan verificere,
at dette giver F strukturen af et vektorrum over IR. Som nulvektor veelger man nulfunktionen:
0: R — R, der opfylder a — 0 for alle a € R.

I alle de ovenfor nevnte eksempler geelder der, at produktet af skalaren 0 med en hvilken
som helst vektor er lig med nulvektoren 0. Dog siger ingen af de otte vektorrumsaksiomer, at
0-u = 0foralleu € V. Heldigvis er de otte vektorrumsaksiomer velvalgte: man kan udlede
en del fra dem, for eksempel at formlen 0 - u = 0 faktisk er sand for ethvert vektorrum. Vi
beviser dette samt en anden intuitiv formel i folgende lemma:
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Lemma 9.1.1
Lad V veere et vektorrum. Da geelder der, at

O-u=0foralleucV, 9.1)

og
(=1)-u= —uforalleue V. (9.2)

Bevis. Ved at bruge, at 0 = 0 + 0 og vektorrumsaksiom otte, far vi,at0-u = (0+0) - u =
0-u+0-u. Ved atleegge —(0 - u) til pa begge sider og benytte vektorrumsaksiomerne fire, et
og tre, far vi

0 = 0-u+(—(0-u))
(0-u+0-u)+(—(0-u))
= 0-u+(0-u+(—(0-u)))
= 0-u+0

= 0-u.

Dette viser den forste del. Den anden del folger tilsvarende. Da 0 = (14 (—1)), far vi, at
0-u=(14(-1))-u=1-u+(—1) - u. Venstre side af denne ligning er lig med 0 ifolge den
forste del af dette lemma. Benyttes dette sammen med vektorrumsaksiom seks, har vi, at
0=u+(—1) - u. Derforer (—1) -u= —u. O

9.2 Basis for et vektorrum

Meget lig det vi gjorde i Afsnit 7.1 med vektorer i F"*, kan man tale om en linearkombination af
vektorer i rammerne af generelle vektorrum. Givet et vektorrum V over et legeme IF, vektorer
vi,...,Vy € V ogskalarercy,...,c, € F,sd kaldes et udtryk af formen

CLeVit et vy

en linearkombination af vektorerne vy,...,v,. Ligeledes generaliseres begrebet lineaer
(u)atheengighed af en endelig sekvens af vektorer fra Definition 7.1.1 nemt til emnet om
vektorrum:

Definition 9.2.1
Lad V veere et vektorrum over et legeme F. En sekvens af vektorer vy,...,v, € V kaldes
lineaert uafheengig, hvis og kun hvis ligningenc; - vy +---¢, - v, =0medcy,...,c, € Fkun
ersand forc; =--- =¢, = 0.

Hvis sekvensen af vektorer vy, ..., v, € V ikke er lineeert uatheengig, siges den at veere
lineaert afheengig.
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Grundleggende er den eneste forskel fra Definition 7.1.1, at F™ her er blevet erstattet med
V. Ogsé i rammerne af generelle vektorrum er det almindeligt blot at sige, at vektorerne
Vi,...,Vy er lineeert (u)atheengige snarere end at sige, at sekvensen af vektorer vy, ..., v, er
lineeert (u)atheengig.

Der opstar dog én komplikation vedrerende linezer uathaengighed af vektorer i generelle
vektorrum. I Definition 9.2.1 betragtede vi kun endeligt mange vektorer. Det viser sig, at vi
nogle gange gerne vil kunne sige, at vektorerne fra en muligvis uendelig meengde er lineaert
uafheengige. Folgende definition vil tillade os at gore dette.

Definition 9.2.2

Lad V veere et vektorrum over et legeme F. Vektorerne i en meengde S af vektorer kaldes
linezert uafhaengige, hvis og kun hvis enhver endelig sekvens af forskellige vektorer vy, ..., v,
fra S er en lineaert uafthaengig sekvens af vektorer.

Hvis vektorerne i S ikke er linecert uafheengige, siges de at veere lineart afhaengige.

Grundleeggende siger Definition 9.2.2, at selvom antallet af vektorer i en maengde S kan veere
uendeligt, sd betragter vi kun endeligt mange af dem ad gangen, ndr vi vil afgere, om de
er linecert uathaengige. Ofte vil vi kun arbejde med endelige sekvenser af vektorer, hvor
Definition 9.2.1 kan anvendes.

I Eksemplerne 7.1.2 og 7.1.3 har vi allerede givet eksempler pd lineeert athaengige og lineaert
uafheangige vektorer i vektorrummet IR%. Lad os se pa nogle flere eksempler.

Eksempel 9.2.1

I Eksempel 9.1.2 opfattede vi C som et vektorrum over IR. I dette eksempel ser vi neermere
pa linecert atheengige og uafhengige elementer herfra. Lad os som det forste betragte
elementerne 1 og i. For at afgere om disse er lineeert uafthengige, betragter vi ligningen
c1-1+cy-i=0,hvorcy,co € R. Vitillader kun, at c; og c; kan antage reelle veerdier, da vi i
dette eksempel opfatter C som et vektorrum over legemet IR. Derfor har vi i Definition 9.2.1
V = C og F = R, hvorfor skalarerne skal komme fra IR.

Fortseetter vi med ligningen ¢q -1+ ¢ -7 = 0, hvor ¢1,c2 € R, ser vi, at det komplekse
tal c; - 1 + ¢ - i er pd rektanguleer form. Da to komplekse tal er ens, hvis og kun hvis de har
samme realdel og imagineerdel, medferer ligningenc; -14c¢2-i =0,atc; = 0,0gc, = 0. Vi
konkluderer, at de komplekse tal 1 og i er lineeert uatheengige over R.

Pa samme made kan man vise, at de komplekse tal 2 og 1 + i er lineeert uathaengige. Vi
betragter her ligningen ¢ -2+ ¢ - (14 i) = 0 for ¢1, c2 € R. Sammenligninger vi realdelene
og imagineerdelene som for, medferer dette, at 2c; + c2 = 0, og c2 = 0, hvoraf det folger, at
C1 = C = 0.

Lad os som et sidste eksempel betragte en sekvens af tre komplekse tal, for eksempel 2,
1+iog2+3i.Da—(1/2)-2+3-(1+4i)+(—1)- (24 3i) =0, ser vi, at de tre komplekse tal
2,1+ io0g 2+ 3i er linecert atheengige over IR.
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Eksempel 9.2.2

I Eksempel 9.1.4 opfattede vi meengden af matricer F"*" som et vektorrum over [F. For
ethvert talpar (i, j), der opfylder 1 <i < mog1 < j < n, definerer vi matricen E() ¢ Fmxn
som den matrix, der har nulelementer overalt undtagen pa position (i, j), hvor den har et
ettal. For eksempel har vi med m = n = 2 felgende:

g |1 0| gaa_ [0 1| gen_ [0 0] gea_[0 0]
0 0 00 10 01

Med m = n = 2 har vi, at matricerne E'D), E(12) E21) E(22) er linezert uafheengige over FF.
Der geelder nemlig for alle ¢, c2,c3,¢c4 € F, at

K E(].,l) + C - E(].,Z) + cs - E(Z,l) + Cy - E(2,2) _ [ 1 C2 ] )
€3 C4
Derfor medforer ¢; - EAY 4 ¢p - EA2) 4 ¢4 - E@Y 4 ¢, - E22) =0, atc; =cp = ¢35 = ¢4 = 0.
For generelle veerdier af m og n kan man tilsvarende vise, at m X n-matricerne
ELD .. E(m") er linesert uafhaengige over FF.
For m = n = 2 er et eksempel pd en sekvens af linezert afheengige matricer folgende:

10 11 5 4
7 /Og s
[2 4][1 1] [2 0]
1.[—1 0]_4.[1 1]+[5 4]:[o o]_
2 4 11 2 0 0 0
Eksempel 9.2.3

Betragt det komplekse vektorrum C[Z] fra Eksempel 9.1.5. Husk pd, at to polynomier,
p1(Z) = ap+aZ+ ---+a,Z" af grad n og p2(Z) = bo + 1 Z + - - - + b, Z™ af grad m, er
ens, hvis og kun hvis n = m, og a; = b; for alle i. Dette medfoerer serligt, at et polynomium
p(Z) =co+c1Z+ -+ - + ¢y Z" er lig med nulpolynomiet, hvis og kun hvis ¢; = 0 for alle i.
Dette viser, at meaengden {1,Z,72,...} er en meengde af linezert uaftheengige polynomier over
C.

da

Alle disse eksempler viser, at begrebet linezer uatheengighed overferes fint til den generelle
ramme af vektorrum. Med dette pa plads er vi ndet til et seerdeles vigtigt begreb i teorien om
vektorrum.

Definition 9.2.3

Lad V veere et vektorrum over et legeme [F. En meengde S af vektorer i V kaldes en basis for
V, hvis felgende to betingelser er opfyldt:

(i) Vektorernei S er linecert uatheengige.
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(ii) Enhver v € V kan skrives som en linearkombination af vektorerne i S.

En ordnet basis (v1, v, ... ) for V er en liste af vektorer i V, séledes at maengden {vy,vy,... }
udger en basis for V.

Det viser sig, at ethvert vektorrum har en basis, og vi vil frit anvende dette faktum. En leeser,
der har tid og lyst til lidt ekstra materiale om dette, henvises til Afsnit 9.4, men dette er ikke
obligatorisk laesning. Hvis et vektorrum har en endelig basis, det vil sige, hvis mangden
S, der indeholder basisvektorerne, er endelig, kan vi nummerere elementerne i S og skrive
S = {vi,...,vu}. Daer (vy,...,v,) en endelig, ordnet basis for V. Derfor har ethvert
vektorrum med en endelig basis en ordnet basis.

For vi ser pa eksempler, opstiller vi her et lemma samt endnu en definition.

Lemma 9.2.1

Lad V veere et vektorrum over et legeme FF, der har en endelig, ordnet basis (vy,...,Vy).
Da kan enhver vektor v € V pa preecis én made skrives som en linearkombination af
basisvektorerne.

Bevis. Det andet punkt i Definition 9.2.3 garanterer, at enhver vektor v € V kan skrives som
en linearkombination af basisvektorerne, altsi v =c; - vy +---¢, - v, for visse ¢y, ...,c, € F.
Hvad vi skal vise, er, at dette er den eneste mdde, hvorpa man kan skrive v som en
linearkombination af basisvektorerne vy, ...,v,. Antag derfor, atv = dy-vy +---d, - v,
for visse dy,...,d, € [F. Viensker at vise, atc; = dy,...,c, = d,. Forst og fremmest har vi

1 Vit Cp-Vy=v=dy-vi+---dy v,

Derfor er
Cl.vl+...cn.vn_(d1.v1+...dn.vn):0,

hvilket igen medferer, at
(Cl—d1) 'Vl—i---'(Cn—dn) -v, = 0.

Men da vektorerne vy, ..., v, er lineeert uaftheengige (dette folger af forste del af Definition
9.2.3),servi,atcy —dy1 =0,...,¢c, —d, =0. Mensdercy =dy,...,c, = dy, hvilket var det, vi
onskede at vise. O]

Lemma 9.2.1 motiverer for folgende definition:

Definition 9.2.4
Lad V veere et vektorrum over et legeme IF, der har en endelig, ordnet basis = (v1,...,vy).
Hvis vi for v € V har

V=2C-V]+--Cy-Vy,
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sa definerer vi

Vig=| : | €F
Cn

som koordinatvektoren for v med hensyn til den ordnede basis 8. Man siger ogsé, at [v]g er
B-koordinatvektoren for v.

Funktionen, der sender en vektor fra V til dens B-koordinatvektor, har flere gode egenskaber.
Seerligt vil de felgende to vise sig nyttige senere hen.

Lemma 9.2.2

Lad V veere et vektorrum over et legeme IF, der har en endelig, ordnet basis B. Da geelder der,
at:
[u+v]g = [u]g + [v]g foralleu,v € V

0g
[c-v]g=c-[v]gforallec e Fogv e V.

Bewvis. Vibeviser kun den forste del og overlader beviset for den anden del til laeseren. Lad
os sige, at den ordnede basis B er givet ved vy,...,v,. Hvisu = ¢; - vy +---¢; - vy, Og
v=dy-vi+---dy-vysderu+v=(c1+dy) vi+---(cy, +dy) - vy Derfor har vi, at

c1+dp C1 dq
[u+vl]p= : = |+ | | =upt[v.
cy+dy Cn dy
OJ

Nu vil vi benytte dette lemma til at bevise et seetning om linezer uaftheengighed af vektorer.

Saetning 9.2.3

Lad V veere et vektorrum over et legeme IF, der har en endelig, ordnet basis 8 bestaende af n
vektorer. Antag, at viharuy,...,uy € Vogecy,...,c; € F. Da geelder der, at:

cp-up+---+cg-uy =0, hvis og kun hvis c; - [wy]g + - -+ ¢, - [ug]g = 0.

Seerligt er vektorerne uy,...,uy i V linecert uafheengige, hvis og kun hvis vektorerne
[ui]p, ..., [ug]p i F" er lineeert uatheengige.

Bevis. Envektor viV er nulvektoren, hvis og kun hvis dens B-koordinatvektor er nulvektoren.
Derfor geelder ¢y - uy + - - 4+ ¢, - uy = 0, hvis og kun hvis [c; - u; + -~ + ¢/ - ug]g = 0. Ved
at anvende Lemma 9.2.2 gentagne gange kan vi ogsé udlede, at [c; - u; +--- + ¢/ - uglg =
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c1-[wi]g+ -+ +cp - [ug]p. Dermed folger den forste del af seetningen. Den anden del folger
direkte fra den forste del. O

Denne seetning reducerer essentielt set sporgsmdlet om linezer (u)atheengighed af vektorer
i V til et sporgsmal om lineeer (u)atheengighed af vektorer i IF". Til arbejde med F" har vi
allerede teknikker til radighed, iseer Seetning 7.1.3.

Eksempel 9.2.4
LadF=RogV = R2. Vi pastar, at vektorerne

Sy

udger en ordnet basis f for IR2. Disse vektorer er lineaert uafheengige (laeseren opfordres til at
kontrollere dette), og enhver vektor i R? kan skrives som en linearkombination af e; og ey, da

2]+ 1) (1]

Det betyder, at vi i dette tilfaelde har [v]g = v.
u:[1] ogvVv = [2] € R%
2 1

Lad nu 7y veaere sekvensen af vektorerne
Vi har set i Eksempel 7.1.3, at disse to vektorer er linecert uathaengige. Desuden kan man vise,
at enhver vektor i R? kan skrives som en linearkombination af u og v. Givet v1,v; € R forer

ligningen
2 _ (%1
1 (%]

til et system af to linecere ligninger i variablerne c; og c;. Ved at lose dette system kan man
vise, at vi for enhver v1,v; € R, har

+ 02 -

@ © +co-

2

I 01+202 o C_2z)1 (%))
I

)= (22 1]+ (-2) 2],

Dette betyder, at y = (u, v) er en ordnet basis for R?. Desuden ser vi fra ovenstéende, at

(41 _ | —n/3+202/3
o |, 201/3—1v,/3 |’

sdledes at
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Den forste del af Eksempel 9.2.4 kan udvides yderligere: lad os som i Afsnit 7.3 betegne
den i'te sojle i identitetsmatricen I, € F"*" ved e; for i = 1,...,n. Med andre ord:
vektoren e; har 1 som sin i'te koordinat og nul alle andre steder. Disse vektorer udger
en ordnet basis (e, ..., e,) for vektorrummet IF", kaldet en (ordnet) standardbasis. Lad os for
fuldsteendighedens skyld vise, at de udger en ordnet basis:

Proposition 9.2.4
Vektorerne ey, e, .. ., e, udger en ordnet basis for vektorrummet IF" over IF.

Bevis. Ifelge Definition 9.2.3 skal vi kontrollere to ting:

(i) Vektorerne ey, ey,..., e, er lineert uathaengige.

(ii) Enhver vektor i F” kan skrives som en linearkombination af ey, e, ..., e;.

Det forste punkt folger fra observationen af, at

€1
ci-e1+cr-e+---+cy-e =

Cn

Dette betyder, at hvis en linearkombination er lig med nulvektoren i [F", sa er alle skalarer
c1,...,c, nul. Det andet punkt felger, da vi, hvis v = (vy,...,v,) € F" er givet, har

U1
V= =0v1-e1+0vy-e+ -+ 0y ey

On

Pa samme mdade som i Eksempel 9.2.4 geelder der, at hvis  er den ordnede standardbasis for
IF", sa er [v]g = v for alle v € F". Bemaerk dog, at ligesom i Eksempel 9.2.4 har vektorrummet
F" mange andre mulige ordnede baser. Lad os fortsaette med nogle eksempler pé baser for
vektorrum.

Eksempel 9.2.5

Vi fortseetter fra Eksemplerne 9.1.2 og 9.2.1, hvorfra vi ved, at de komplekse tal 1 og i er
lineert uathaengige over R. De udger faktisk en ordnet basis (1, i), som vi betegner ved , da
ethvert komplekst tal er en linearkombination af 1 og i over de reelle tal. Mere specifikt har vi
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for ethverta,b € R,ata+bi =a-1-+b-i. Derfor har vi fora,b € R, at
d a 2
[a +bi]g = ; € R~

Dermed er [a + bi]g lig med de rektangulere koordinater for det komplekse tal a +- bi.

Der er mange flere mulige baser (og dermed ordnede baser) for C, ndr den betragtes som
et vektorrum over R. For eksempel er (2,1 + i) en mulig ordnet basis. Vi har nemlig allerede
vist i Eksempel 9.2.1, at de komplekse tal 2 og 1 + i er linecert uathaengige over R. Derfor
kan ethvert komplekst tal skrives som en linearkombination med koefficienter i R af 2 og
1+ i. For at indse dette kan vi verificere, at ligningen a + bi = ¢1 - 2+ ¢ - (1 + i) for et givet
komplekst tal a + bi, hvor a,b € R, har en lesning c;, c; € R. En sammenligning af realdelene
og imaginardelene viser, at 2 = 2c; + ¢, 0og b = cp. Derfor har vi som lesning c; = b og
c1 = (a—c2)/2 = (a—0b)/2. Betegnes den ordnede basis (2,1 + i) ved v, har vi

(4 + bi],, = [ (a _bb)/2] € R2.

Eksempel 9.2.6

Vi fortseetter her fra Eksemplerne 9.1.4 og 9.2.2 og finder en ordnet basis 8 for vektorrummet
F"*" over FF. En sddan ordnet basis er (E('1), ..., E("")). Vi har allerede set, at matricerne
E(D, ..., E(m") er lineeert uafheengige, og at enhver matrix A = (aij)1<i<ma<j<n kan skrives
som en linearkombination af dem, nemlig som A = } /" } i 4 aijE(i'f ),

Specifikt for m = n = 2 udger matricerne gD E(2) E21) E(22) en ordnet basis

g = (ED,E12) ERY E22)), og vi har

a1
a1 a4 | a12
a1 a2 B a1

ax

Eksempel 9.2.7

I dette eksempel ser vi igen p& det komplekse vektorrum C[Z] fra Eksemplerne 9.1.5 0g 9.2.3.
Fra disse eksempler ved vi allerede, at meengden {1,Z,Z2,...} er en mengde af lineaert
uafheengige polynomer over C. Ifolge definitionen af polynomer er ethvert polynomium
en linearkombination over C af et endeligt antal elementer fra denne maengde. Derfor er
mengden {1,Z,72,...} faktisk en basis for det komplekse vektorrum C[Z]. Dette er et
eksempel pa et vektorrum, der har en uendelig basis.

Det viser sig, at antallet af vektorer i en basis for et givet vektorrum V over et legeme F altid
er det samme. Senere i dette afsnit vil vi bevise dette i seertilfeeldet, hvor antallet af vektorer i
en basis er endeligt. Generelt kaldes antallet af elementer i en basis for V for dimensionen af
vektorrummet V. Almindelig notation for dimensionen af et vektorrum V er: dim(V) eller
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blot dim V. Hvis man ensker at pracisere, over hvilket legeme [F vektorrummet er defineret,
skriver man dimp (V) eller dimp V. Hvis antallet af vektorer i en basis er endeligt, siges V at
have en endelig dimension, og ellers siges V' at have en uendelig dimension, hvilket ogsa kan
udtrykkes som: dim V' = co.

Eksempel 9.2.8

Lad os udregne dimensionerne af forskellige eksempler pa vektorrum, som vi har medt indtil
nu. Forst og fremmest fra Eksempel 9.2.4 ser vi, at dimg (R?) = 2. Mere generelt har man
dimg(F") = n, da en basis for [F" kan dannes af de n vektorer e, ..., e,.

Et seertilfeelde af ovenstaende er, nar C betragtes som et vektorrum over sig selv. Da har
det dimension én: dim¢ (C) = 1 (en mulig basis kan dannes af det komplekse tal 1). Men hvis
C betragtes som et vektorrum over R, er en basis givet ved {1, i}, som vi har set i Eksempel
9.2.5. Derfor er dimg(C) = 2.

Vektorrummet af m x n-matricer F"*" har en basis bestiende af de mn matricer E("/) for
1<i<mogl <j<n,somvihar setiEksempel 9.2.6. Derfor er dimp(F"*") = mn.

Vi har set i Eksempel 9.2.3, at det komplekse vektorrum C[Z] har en basis med uendeligt
mange elementer, nemlig {1, Z, Z2,... }. Derfor er dim¢ (C[Z]) = co.

Seaetning 9.2.5

Hvis V har en endelig basis bestdende af n vektorer, har enhver anden meengde af linezert
uafheengige vektorer i V hgjst n elementer.

Bevis. Lad os betegne basisvektorerne ved vy, ..., v, og den resulterende ordnede basis ved B.
Vi vil bevise seetningen med et modstridsbevis. Antag derfor, at der findes en maengde med
mindst n + 1 lineeert uafheengige vektorer, som vi kalder wy, ..., w;, 1. Da 8 er en ordnet
basis, findes der skalarer 4;; € TF, sdledes at

w; =ayvy+ - +agivpforj=1,...,n+1.

Lad nu A = (a;j) € IF* ("+1) yaere matricen med elementer a;j. Bemaerk, at den j'te sejlei A
er lig med [w;]z. Da A har n reekker, er dens rang p(A) hejst n. Da A har n + 1 sgjler, betyder
dette, at p(A) < n + 1. Séledes ser vi ifelge Korollar 6.4.5, at det homogene system med
koefficientmatrix A har lesninger, der ikke er nullesningen. Lad (cy,...,¢p41) € F"*! vaere
en sadan lesning forskellig fra nullesningen. Da har vi

a1y a1 n+1 1 0
cq - 4+t = A =

An1 Apn+1 Cn+1 0

Husk nu, at den j'te sejle i A er lig med [wj|g. Dette betyder, at vi har c; - [wi]g +
Cut1 - [Wnyilp = 0. Da det folger fra Lemma 9.2.2, at [c; - Wi + -+ + Cup1 - Wyp1]p =
c1 - [Wig + cni1 - [Wni1]g, kan vi konkludere, at [c1 - Wy + - - 4+ cyy1 - Wyp1]p = 0. Derfor
ercy-wy+ -+ i1 Wye1 = 0. Da(cy,...,c,41) ikke var nulvektoren, konkluderer vi,
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at vektorerne wy, ..., w,1 ikke er linezert uafheengige alligevel. Denne modstrid viser, at
antagelsen om, at der findes en meengde med mindst n + 1 lineaert uafhaengige vektorer, var
forkert. Derfor er seetningen sand. O

Korollar 9.2.6

Hvis V har en endelig basis bestdende af n vektorer, indeholder enhver anden basis for V'
0gsd preecis n vektorer.

Bevis. Lad S veere en basis for V bestdende af n vektorer og T en hvilken som helst anden
basis. Da vektorerne i T er lineeert uatheengige, medferer Seetning 9.2.5, at antallet af vektorer
i T hojst er n. Lad os betegne ved m antallet af vektorer i T. Hvad vi lige har vist, er, at
m < n. Nu anvender vi Seetning 9.2.5 igen, hvor vi denne gang antager T som basis, og vi
konkluderer, at antallet af elementer i S er hgjst m, det vil sige: n < m. Ved at kombinere
ulighederne m < n og n < m, konkluderer vi, at n = m, hvilket er det, vi onskede at vise. [J

Dette korollar retfeerdiggor definitionen af dimensionen af et vektorrum V som antallet af
basisvektorer i endeligdimensionelle tilfeelde: uanset hvilken basis for V' du veelger, vil den
indeholde nejagtig samme antal vektorer. Som tidligere naevnt vil basisvektorer typisk veere
forskellige pa tveers af forskellige baser. Faktisk kan vi for endeligdimensionelle vektorrum
karakterisere alle de mulige baser saledes:

Saetning 9.2.7

Lad V veere et vektorrum over et legeme F med dimension 7. Da er enhver meaengde af n
linecert uafhaengige vektorer i V en basis for V.

Bevis. Lad os betegne vektorerne i en basis for V ved vy, ..., v,, og lad os skrive p for den
tilsvarende ordnede basis. Lad wy, ..., w, veere n lineaert uathaengige vektorer i V. For at
vise, at disse udger en basis, skal vi kun kontrollere punkt 2 i Definition 9.2.3. Det vil sige, vi
skal vise, at enhver v € V kan skrives som en linearkombination af wy, ..., w,. Da B er en
basis, kan vi finde skalarer 4;; € TF, sdledes at

W]':Ellj-V1+"'+ﬂnj'an0rj:1,...,11,
eller aekvivalent ved brug af summationssymbolet:
n
w]-:Zaij-viforjzl,...,n. (93)
i=1

Lad nu A = (a;;) € F"*" veere matricen med elementer a;;. Bemaerk ligesom i beviset
af Seetning 9.2.5, at den j'te sejle i A er lig med [wjg. Vi haevder, at disse sejler er lineaert
uafheengige vektorer i [F”. For at indse at dette er sandt, antager vi, at ¢ - [w1]g 4 ¢, - [Wulg = 0
for nogle c1,...,c, € F. Daer [c;- Wi+ -+ cy-Wylg = 0, hvilket medferer, at
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€1 W1+ +cn-w, = 0. Da vektorerne wy, ..., w, er lineert uathengige, konkluderer
vijatcy = 0,...,c, = 0, hvilket er det, vi enskede at vise for at bevise vores pastand. Nu
benytter vi Seetning 7.1.3 og Korollar 7.3.5 for at konkludere, at matricen A har en invers
matrix A1

Lad os nu fortseette med det, vi gnsker at vise: at v € V kan skrives som en linearkombination
af wy, ..., wy. Dav er en linearkombination af basisvektorerne vy, ..., v,, er det tilstraekkeligt
at vise, at hver af basisvektorerne selv kan skrives som en linearkombination af wq, ..., w;,.
Lad os skrive A1 = (cij)1<i<mi<j<n- Vi heevder, at:

Vi=cC1j Wit toiwpforj=1,...,n

Akvivalent ved brug af summationssymbolet heevder vi, at:
n
\f ZkZ;ij'kaOI’k: 1,...,n
=1

For at vise denne pastand anvender vi forst Ligning (9.3) til at se, at:

iCk]"Wk = ch] (Z:alk Vl)
k=1

k=1

I
M= 1
1=

Ckj - Aik ~ Vi

»
Il

_
I
—

I
1=
1=

Ak * Ckj * Vi

T
[N
=
i
N

|
1=

Il
—_
—
I
—_

Ajf * Ckj * Vi

Bemeerk her, at udtrykket Y _; a; - ci; er det (i, j)'te element i matrixproduktet A - A~!. Da
A A" =1, harvi Y} ay-cj =1, hvisi = j, ogellers Y{_; aj - ¢j = 0. Derfor kan vi
konkludere, at ) ;_; cy; - wy = v;, hvilket er det, vi enskede at vise. O

I
M:

Il
—_

9.3 Underrum i et vektorrum

For et givet vektorrum V over et hvilket som helst legeme [F er det muligt, at man har en
delmeengde W af V, som er lukket under den samme skalarmultiplikation og addition, der
er defineret pa V. Ordet “lukket” er blot en mdde at sige pd, at hvisv € W, ogc € F, sd er
c-ve W, oghvisu,ve W,sderu+v e W. DaV eretvektorrum, har vialtidc-v € V
ogu-+v € V, men hvis ogsa W er lukket under skalarmultiplikation og addition, ender
vektorerne c - v og u 4 vigeni W. Lad os gennemgad to eksempler pa dette.
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Eksempel 9.3.1

Lad os overveje det komplekse vektorrum C? og delmeengden W = {(z,2-z)|z € C}
heraf. Her vil enhver addition af to elementer fra W give et resultat, der ogsa tilherer W, da
(z,2-z)+ (w,2-w) = (z+w,2- (z+w)) foralle z,w € C. Desuden giver ogséd multiplikation
af et element fra W med en skalar ¢ € C et resultat tilherende W, da c- (2,2 -z) =
(c-z,2-(c-z)). Faktisk er W et vektorrum ved brug af denne skalarmultiplikation og addition.
For eksempel har vi (0,0) € W, da (0,0) = (0,2-0). Desudener —(z,2-z) = ((—z),2- (—z))
for ethvert z € C, hvilket viser, at hvis v € W, s er ogsa —v € W. Laeseren opfordres til at
verificere de resterende vektorrumsaksiomer ogsd. Bemeerk, at dimc (W) = 1 (en mulig basis
for W er givet ved {(1,2)}).

Eksempel 9.3.2

Betragt vektorrummet IR?*? af 2 x 2-matricer med koefficienter i IR. Som vi har set tidligere, er
dette et reelt vektorrum af dimension fire. Lad nu D veere en delmengde af R**? bestdende
af alle diagonalmatricer, det vil sige:

{5 )

Denne meengde D er lukket under skalarmultiplikation og matrixaddition, hvilket betyder, at
vifor A,B € DogccFharatc-A € D,ogat A+ B € D. Lad os kontrollere dette. Hvis A
har diagonalelementerne A1 og A», og B har diagonalelementerne y; og 2, sa er:

cA=c- )\1 0 _ C')\l 0 ED,
L 0 )Lz 0 C‘}\z
og )
A+B=|M Ok O _tAtm 0 e D.
0 }\2_ 0 U2 0 )\2+]/i2

Man kan vise, at D faktisk er et reelt vektorrum af dimension to: en mulig ordnet basis er
(E(l’l), E(Z,Z) ) .

Til at samle disse typer af eksempler har vi felgende:

Definition 9.3.1

Lad V veere et vektorrum over et legeme FF. Et underrum af V er en delmeengde W af V, som
er et vektorrum over IF under samme skalarmultiplikation og vektoraddition, der er defineret
paVv.

Med andre ord, hvis W C V er lukket under den skalarmultiplikation og vektoraddition,
som V har, “nedarver” W disse operationer. Hvis W med disse operationer opfylder alle
vektorrumsaksiomerne fra Definition 9.1.1, kaldes det et underrum i W. Ethvert vektorrum
V har mindst to underrum: V kan opfattes som et underrum i sig selv, og der findes ogsa
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altid underrummet {0}, der kun indeholder nulvektoren i V. Generelt har V mange flere
underrum. I alle tilfeelde vil man altid kunne sige folgende om dimensionen af et underrum:

Lemma 9.3.1

Lad V veere et vektorrum over et legeme FF af dimension n og W et underrum i V. Da geelder
der, atdim W < n.

Bevis. Da V har en basis med n vektorer, og W har en basis med dim W vektorer, udger
basisvektorerne for W en sekvens af dim W linezert uafheengige vektorer. Derfor medferer
Seetning 9.2.5, at dim W < n. O

Da V allerede opfylder alle vektorrumsaksiomer, viser det sig ikke at veere nedvendigt at
kontrollere dem alle, ndr man underseger, om en delmaengde W er et underrum. Mere preecist
har vi felgende lemma:

Lemma 9.3.2

Lad V veere et vektorrum over F og W en delmeengde af V, der ikke er tom. Da er W et
underrum i V, hvis folgende er opfyldt:

for alleu,v € Wogallec € FF geelder der, atu+c-ve W. (9.4)

Bevis. Lad os ferst vise, at W er lukket under skalarmultiplikation og vektoradditioni V. Da
W ikke er tom, indeholder den mindst én vektor, som vi kan kalde w. Ved at veelge u = w
og v = w i Ligning (9.4) kan vi konkludere, at vektoren w + (—1) - w ogsa er i W. Ved for
eksempel at anvende Ligning (9.2), medferer dette, at 0 € W. Nu hvor vi ved dette, kan
vi anvende Ligning (9.4) igen, denne gang med u = 0 og v € W valgt vilkarligt. Vi kan
dermed konkludere, at for vilkdrlige v.€ W er ogsa c- v i W. Dette viser, at W er lukket
under skalarmultiplikation. Ved at anvende Ligning (9.4) for vilkarlige u,v € Wogc =1,
konkluderer vi, at u + v er i W. Derfor er W lukket under vektoraddition.

Lad os dernzest vise, at W er et vektorrum ved at overveje de otte vektorrumsaksiomer fra
Definition 9.1.1. Da aksiomerne 1, 2, 5, 6, 7 og 8 geelder for alle vektorer i V, ma de ogsa
geelde for alle vektorer i en delmeengde af V. Derfor er det kun aksiomerne 3 og 4, der skal
kontrolleres. Aksiom 3 er opfyldt, da vi allerede har vist, at Ligning (9.4) medferer, at 0 € W.
Hvad angdr aksiom 4, har vi, at hvisv € W, sd er (—1)-v € W, da W er lukket under
skalarmultiplikation. Men ifelge Ligning (9.2) er (—1) - v = —v, s den additivt inverse —v
tilhgrer W for alle vi W. O

Eksempel 9.3.3

Anvendes Lemma 9.3.2, er det ikke sveert at vise, at delmaengderne W og D fra Eksemplerne
9.3.1 0g 9.3.2 er underrum. Laeseren opfordres til at kontrollere, at betingelsen i Ligning (9.4)
er opfyldt for disse eksempler.
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Eksempel 9.3.4

Lad C(RR) veere maengden af alle uendeligdifferentiable funktioner f : R — R. Det er uden
for rammerne af denne tekst at definere helt preecist, hvad en uendeligdifferentiabel funktion
er, men groft sagt betyder det felgende: hvis greensen lim,_,o(f(t +a) — f(t))/a eksisterer
for alle t € R, kan vi definere den afledte af f, betegnet f’, som funktionen f' : R — R
med t — lim,_o(f(t +a) — f(t))/a. En uendeligdifferentiabel funktion f : R — R har den
egenskab, at man kan blive ved med at differentiere den, s& ofte man vil. Specifikt eksisterer
ikke kun dens afledte f/ men ogsa den afledte af f’ (betegnet f” eller f(2)), den afledte af f”
(betegnet f"” eller f(®)) og sa videre. Mere generelt betegnes for ethvert positivt heltal 7 den
n’te-afledte af f ved f("). Mere praecist definerer man den n’te-afledte rekursivt som folger:

f(n) . f hvisn = 0,
(fn=1Y hvisn > 0.

Mengden Co(R) er et underrum i vektorrummet F fra Eksempel 9.1.6. Dette vises ved,
at man for f,¢ € Co(R) 0g ¢ € R viser, at f + ¢+ ¢ € Cox(R). Man kan vise induktivt, at
(f +c-g)m = £ 4 c. ¢ for enhver n € Z, og derfor er f + c - ¢ uendeligdifferentiabel,
hvilket var det, vi skulle vise.

Der findes en serlig mdde at konstruere et underrum pa, som vi nu vil dykke ned i.

Definition 9.3.2

Lad V veere et vektorrum over IF og S en meengde af vektorer fra V. Da betegner udspaendingen
af S, betegnet Span(S), meengden af alle de mulige linearkombinationer af vektorer fra S.
Hvis S = {vy,...,v,}, gelder der specifikt, at

Span(S) ={c1-vi+---+cp-Vvy|c1,...,cn € F}

Bemeerk, at begrebet udspeending pd engelsk kaldes span, hvilket forklarer betegnelsen i
definitionen. Man vil typisk definere Span(®) = {0}. Som en konsekvens heraf siges den
tomme meengde @ at udgere en basis for vektorrummet {0}. Det viser sig, at meengden
Span(S) for enhver delmeengde S C V faktisk er et underrum i V, hvilket kan vises ved
anvendelse af for eksempel Lemma 9.3.2. Hvis W er et givet underrum i et vektorrum V, og
W = Span(S), siger man, at vektorerne i S udspeender W, eller omvendt at W er udspaendt
af vektorerne i S. Vektorerne i en basis for W udspeender selvfolgelig W, men generelt set er
en meengde af vektorer, der udspeender W, ikke nedvendigvis linezert uathengige.

Eksempel 9.3.5
Betragt det reelle vektorrum V = R?, og lad

Vlzm.

Lad os bestemme udspeendingen af vy, hvilket ogsé kan skrives som Span(S), hvor S = {v; }.
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Ved at anvende Definition 9.3.2 far vi:

Span({v1}) = {c1-vi|ca € R}

_ {Cl.[ﬂ\clem}
- {la3 raer]
A8 ]een)

Grafisk set bestdr udspeendingen af v; af alle vektorer, der ligger pa linjen gennem v; (se
Figur 9.1, hvor udspeendingen er angivet med en bla linje).

4l
21 v
4 - 2 4
o
—4 +

Figur 9.1: Udspeendingen af en vektor forskellig fra nulvektoren i R%.

Eksempel 9.3.6
Betragt det reelle vektorrum V = R?, og lad

o[t i)

Lad os bestemme udspeendingen af vektorerne v; og v», altsd Span(S) med S = {vy, v, }. Ved
at benytte Definition 9.3.2 far vi:

Span({v1,v2}) = {c1-vi+c2-va|cy, 0 € R}

= {Cl' 2 ;] |C1,C2€]R}

1
= 2c1 + 62 |C1,C2€R c
c1+ 3¢

+c2-
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Grafisk set er situationen, at udspeendingen af vektorerne v; og v, udger hele rummet
R2. I Figur 9.1 har vi farvelagt omrddet, man opndr, nar man plotter alle vektorer af formen
c1- V1 + ¢ - v, hvis ¢1 og ¢ veelges frit i intervallet [0, 1].

y

-1

Figur 9.2: Omradet deekket af linearkombinationen ¢ - vi + ¢ - v, for alle ¢, ¢ € [0, 1].

Eksempel 9.3.7
Betragt det reelle vektorrum V = RR?, og lad

1 4 0
vi= |2 |,v2=| 5| ogv3=| 3
3 6 6

Spergsmal: Find en basis for underrummet W udspeendt af de tre vektorer vy, v, v3.

Svar:

Et umiddelbart, men desveerre forkert, gaet kunne veere, at de tre vektorer vy, v, og v3
selv udger en basis. Selvfelgelig kan enhver vektor i W skrives som en linearkombination
af vq, vy og v3. Dette er en direkte konsekvens af Definition 9.3.2 af udspeendingen. Men
for at kunne udgere en basis skal de tre vektorer vy, vy, v3 0gsd veere linezert uatheengige, og
det viser det sig, at de ikke er. Ved hjeelp af Seetning 7.1.3 kan dette undersoges ved, at vi
bestemmer den reducerede trappeform af den 3 x 3-matrix A, hvis sejler er vq, v, og v3. Vi
undlader detaljerne af denne udregning og opfordrer i stedet leeseren til at verificere, at den
reducerede trappeform bliver:

1 0 4
01 -1
00 O

Dette resultat viser, at de tre vektorer vq, v, og vs er lineeert atheengige. Samtidig viser det
dog ogsa, at de to ferste af vektorerne er linezert uaftheengige (sammenlign med Eksempel
7.1.4, hvor en lignende tilgang blev anvendt pa tre vektorer i C). Vi kan konkludere, at v3
kan udtrykkes som en linearkombination af v; og v,. Dette betyder, at de to vektorer v; og
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v, udspeender praecis det ssmme underum i IR® som de tre vektorer vy, v, og v3. Derfor er
{v1,v2} en basis for W.

Vi har allerede fuldt ud besvaret spergsmalet, men nogle gange vil man gerne se udpenslet,
hvordan v; kan udtrykkes som en linearkombination af v og v,. For at gore dette skal vi
finde en losning pé formen (c3, ¢z, 1) til det homogene system af lineeere ligninger, der har
koefficientmatrix A. Ved at betragte den reducerede trappeform af A, ser vi, at (—4,1,1) er en
sadan lesning. Derfor geelder (—4) - vi + 1 - v, + v3 = 0, hvilket medforer, at vz = 4 - v; — vy.

Geometrisk set sker der i dette eksempel dét, at vektorerne vy, v, og vz alle tre ligger i
samme plan (nemlig i det to-dimensionelle underum W, vi fandt i eksemplet). Mere generelt
kan man vise, at ndr tre vektorer i et reelt vektorrum IR" alle ligger i samme to-dimensionelle
underum i R", sa er de linecert athaengige.

Som vi sd i det tidligere eksempel, betyder det, at et underum er udspeendt af bestemte
vektorer, ikke nedvendigvis at disse vektorer er lineaert uafheengige. Den procedure, vi
benyttede os af i Eksempel 9.3.7 for at finde en basis, kan generaliseres. Lad os gore det i
folgende seetning;:

Seaetning 9.3.3

Lad et underum W af vektorrummet F” veere udspeendt af vektorerne uy,...,u,. Antag
videre, at den reducerede trappeform af matricen med sojlerne uy, . .., u, har pivoter i sgjlerne
Jir---,jo- Daer {ujl,. . .,u]-p} en basis for W.

Bevis. Lad os betegne matricen med sgjlerne uy, ..., u, ved A og den reducerede trappeform
af A ved B. Jeevnfer definitionen pd den reducerede trappeform af en matrix udgeres sojlerne i
B med sejleindekser iy, . . ., i, af de forste p standardbasisvektorer ey, ..., e,. Vi ved, at disse er
lineeert uathaengige. Vi pastdr nu, at dette medferer, at sejlerne i B med sejleindekser iy, .. ., i,
ogsa er lineeert uathengige. Hvis Cjy - wjy +---+¢j, - uj, = 0, sé er tuplet (vy,...,vy) € F!, der
defineres ved v; = c;, hvis j € {ji,...,jp}, og ellers ved v; = 0, en lgsning til det homogene
system af lineaere ligninger med koefficientmatrix A. Men vi ved, at enhver sddan losning
ogsa er en losning til det homogene system med koefficientmatrix B. Da vi allerede har
observeret, at sgjlerne i B med sejleindekser iy, ..., i, er lineeert uafheengige, konkluderer vi,
at der nedvendigvis geelder, at¢;, =0,..., ¢j, = 0. Dette viser, at vektorerne {“ju een, ujp} er
lineeert uafheengige.

Veelg nu en hvilken som helst sgjle u; i A, for hvilkenj & {ji,...,jp}. Igen ser vi af definitionen
pa den reducerede trappeform, at den j’te sojle i B har nuller som sine sidste n — p elementer.
Derfor kan den udtrykkes som en linearkombination af ey, ..., ep, hvilke blot er sgjlerne
j1,---,je i B. Dette betyder, at det homogene system med koefficientmatrix B har en losning
(v1,...,0¢), sdledes at vj =1,0g v = 0 foralle k ¢ {j,j1,- - jo}- Ved at udnytte at dette ogsa
er en losning til det homogene system af lineaere ligninger med koefficientmatrix A, far vi
nu, at den j’te sgjle i A kan udtrykkes som en linearkombination af sgjlerne ji, ..., j,. Dette

beviser, at udspaendingen af uy, ..., u; er den samme som udspeendingen af uj, ..., W,
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Kombineres alt det ovenstaende, kan vi konkludere, at {“h PR ¥ p} udger en basis for W. [

Tilbage i Seetning 6.4.4 blev losningsmaengden til et homogent system af linezere ligninger
netop beskrevet som udspaendingen af n — p vektorer. I det tilfaelde dannede disse vektorer
faktisk en basis for lesningsmeengden, da de var lineaert uafhaengige. Lad os vise dette nu.

Korollar 9.3.4

Lad et homogent system af m lineaere ligninger i n variable over et legeme FF veere givet.
Betegn koefficientmatricen for dette system ved A, og antag, at denne matrix har rang p. De
n — p vektorer vy,..., v, _,, som er angivet i Seetning 6.4.4, udger en basis for losningen til
det homogene system af lineeere ligninger med koefficientmatrix A.

Bevis. Lad os vise en skitse af beviset: vi benytter samme notation for vektorerne ¢; og
matricen A som i Seetning 6.4.4. Ser vi tilbage pa, hvordan vektoren v; blev defineret i
Seetning 6.4.4, ser vi, at v; har et 1-tal i koordinatposition j, hvor j opfylder, at ¢; er den j’te
sejle i A. Ligeledes ser vi, at v; har koefficienter lig med 0 derefter, da ¢; kun indeholder
nuller efter sin i"te koefficient. Derfor er matricen med sgjlerne vy, ..., v,_, pa trappeform.
Dette medferer, at den tilsvarende matrix pa reduceret trappeform har en pivot i hver sgijle.
Seetning 9.3.3 medforer da, at {vy,..., v, ,} udger en basis. O

Korollar 9.3.5

Lad V veere et vektorrum over et legeme F af endelig dimension n med ordnet basis p, og lad
uy,...,uy veere vektorer i V. Antag videre, at den reducerede trappeform af matricen med
sejlerne [u]g, ..., [uy]s har pivoter i sejlerne ji, ..., j,. Da er en basis for Span(uy,...,uy)
givet ved {ujl, oo }.

Bevis. Vi viser en skitse af beviset: vi har fra Seetning 9.3.3, at en basis for underrummet af
IF", der er genereret af [u1], ..., [us]p, er givet ved {[u; ]g, ..., [w,]g}. Nu kan Seetning 9.2.3
anvendes til at vise, at {ujl, s, ujp} udger en basis for Span(uy, ..., uy). O

9.4 Ekstra: hvorfor har ethvert vektorrum en basis?

Dette afsnit er ikke obligatorisk leesning og kan springes over. Det er teenkt som ekstra
materiale for en studerende, der har tid og motivation til det.

I de tidligere afsnit har vi uden videre benyttet det faktum, at ethvert vektorrum V har en
basis. For at bevise dette antagede faktum, skal vi studere maengden Z(V'), som bestar af alle
delmeengder af V, hvis elementer er linezert uafthengige vektorer. For eksempel er @ € Z(V),
da den tomme maengde ikke indeholder nogen vektorer og derfor ikke kan indeholde linezert
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afheengige vektorer. Hvis V' # {0}, er enhver delmengde af formen {v} i Z(V), sd leenge
v # 0. Intuitivt ber en basis B for V vare en maengde, der indeholder sd mange linezert
uafhaengige vektorer som muligt. Mere preecist ville denne intuition sige, at B € Z(V), og
at ingen meengde af lineeert uafheengige vektorer kan indeholde B som en skarpt mindre
delmeengde. Denne anden intuitive egenskab kan omformuleres ved at sige, athvis C € Z(V),
og B C C,sder B= C. En saddan B kaldes et maksimalelement i Z (V).

Ovenstdende diskussion har kun til formal at give en intuitiv forstdelse, men den folgende
seetning viser, at der er substans i diskussionen.

Seaetning 9.4.1
Lad B veere et maksimalelement i Z(V'). Da er B en basis for V.

Bevis. Jeevnfer definitionen af Z (V') er vektorerne i B linezert uafheengige. Det, vi skal vise,
er, at enhver vektor i V kan skrives som en linearkombination af vektorerne i B. Antag,
at dette ikke er tilfeeldet. Da findes der en v € V, sdledes at enhver linearkombination af
vektorer i B er forskellig fra v. Vi haevder, at meengden B U {v} i dette tilfeelde bestdr af
linezert uafhaengige vektorer. For at vise dette, antager vi, at

CO'V+C1'V1+"'+C”‘V71:0 (9.5)

for nogle cp,c1,...,cn € Fogvy,...,v, € B. Hvis cg = 0, ser vi straks, atc; =0,...,¢, =0,
da vektorerne i B er linezert uaftheengige. Dog kan ¢( ikke veere forskellig fra nul, da Ligning
(9.5) dermed ville medfore, at v = —c, Lo ovp—— Co L.¢, - vy, istrid med antagelsen
om, at v ikke kan skrives som en linearkombination af vektorer fra B. Derfor bestar meengden
B U {v} rent faktisk af linezert uatheengige vektorer som heevdet. En anden mdde at sige dette
paer,at BU{v} € Z(V), hvilket igen medforer, at B ikke var et maksimalelementiZ(V), i
strid med antagelsen om, at det var. Modstriden viser, at enhver vektor i V kan skrives som
en linearkombination af vektorer fra B. Derfor er B en basis. ]

Seetningen har felgende konsekvens: for at vise, at ethvert vektorrum V har en basis, er det
nok at vise, at meengden Z(V) altid indeholder et maksimalelement. Dette er en direkte
konsekvens af et beromt lemma kaldet Zorns lemma. At formulere og bevise Zorns lemma
kraever dog veerktgjer fra grundleeggende matematik, som ligger uden for rammerne af denne
tekst.
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