llll Kapitel 8

Determinanter

8.1 Determinanten af en kvadratisk matrix

I dette afsnit vil vi introducere determinanten af en kvadratisk matrix. Determinanter bliver
nyttige, nar vi underseger, om en given matrix er invertibel, og vil ogsa blive seerdeles nyttige
i senere kapitler. Vi starter med en notationskonvention:

Definition 8.1.1
Lad A = (ai)1<i<n

~txn,

1<j<n € F"*" veere en givet kvadratisk matrix. Da definerer vi matricen

A(i;j) € Fn=Dx(*=1) gom;

ail oo alj,l ale oo a1pn
A(i'j) _ | 411 --- 4i1j1 di-1j41 --- Gi-in
oif) =
Ai11 - Ait1j-1 Gif1j+1 --- Qigln
] ]
i an1 000 lln]',1 llnj+1 000 Aun i

I ord: Matricen A(i;j) opnas fra A ved at den i’te reekke og den j'te sgjle i A fjernes. Med
dette pa plads kan vi definere determinanten af en kvadratisk matrix rekursivt som felger:

Definition 8.1.2
Lad A € F"*" veere en kvadratisk matrix. Vi definerer da
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A hvisn =1,

det(A) = _ ‘ .
Y (=1)"1.a;-det(A(;;1)) hvisn > 2.

Uden brug af summationssymbolet kan man ogsa skrive:

det(A) = ayq - det(A(1;1)) — ap; - det(A(2;1)) + -+ (—=1)""1 - a,; - det(A(n;1)).

Eksempel 8.1.1
Lad
A — a1 ain '
a1 a2
For at beregne determinanten af denne matrix vil vi benytte Definition 8.1.2. Vi ser, at
A(1;1) = ap, og at A(2;1) = ay. Derfor har vi

a1 d12
det = a1 - det(azz) — an1 - det(alz) = Aa110p2 — dn1412.
a1 a2

Benyttes bogstaver a4, b, c og d som matricens elementer, kan vi skrive dette som:

det([” Z])zad—bc. 8.1)
C

Nér man fdr til opgave at beregne determinanten af en 2 x 2-matrix, er denne formel saerdeles
praktisk. Figur 8.1 visualiserer formlen for determinanten af en 2 x 2-matrix: udregningen
foregar ved, at man multiplicerer matricens to diagonalelementer og traekker produktet af de
to andre elementer fra.

Figur 8.1: Determinanten af en 2 x 2-matrix.

Eksempel 8.1.2

Lad F = R samt
1 2 3

A=14 56
579

ligesom i Eksempel 7.3.2. Udregn determinanten af A.
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Svar: Vi har forst og fremmest, at

,A(2,1) = [5 3],ogA(3;1): [; 3].

6
Derfor far vi ved brug af Definition 8.1.2:

det<A>:1.det<[§ Z]>_4.det<[§ ; >+5.det<[§ 2])

Med Ligning (8.1) kan vi hurtigt beregne determinanterne af 2 x 2-matricer. Dermed fér vi:

5 6

A(1;1) = [ i

det(A) =1-(45—42) —4- (18 —21) +5-(12—15) =3+ 12— 15 = 0.

Vi far senere hen nogle flere teknikker til beregning af determinanter af matricer, men for nu
vil vi koncentrere os om en seerlig klasse af matricer.

Definition 8.1.3
En matrix A = [F"*" kaldes en diagonalmatrix, hvis der findes A4, ..., A, € F, saledes at

A 0 0 ... 0]
0 A 0 ... 0
A= ol . . :
0 ... 0 Ayq O

[0 ... 0 0 A

Vi har tidligere naevnt, at elementerne ay, ..., 4,, i en kvadratisk matrix A = (ﬂi]‘)lgign;lg j<n
kaldes diagonalelementer i A. Dette forklarer betegnelsen diagonalmatrix i Definition 8.1.3:
en diagonalmatrix er en kvadratisk matrix, hvis elementer alle er nuller bortset fra dem i
diagonalen. For eksempel er identitetsmatricen I,;, som introduceret i starten af Afsnit 7.3, en

diagonalmatrix, hvis diagonalelementer alle er lig med 1.

Proposition 8.1.1
Lad A = [F"*" veere en diagonalmatrix med diagonalelementerne Ay, ..., A,. Da er

det(A) = A1 Ag- -+ - Ay

Seerligt er det(I,) = 1.

Bevis. Vi viser dette ved induktion pa n. Hvis n = 1, sd er A = A4, og Definition 8.1.2
medferer s3, at det(A) = A;. Antag nu, at n > 2, og at udsagnet geelder for diagonalmatricer
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i Fn=1)x(n=1) Ved at anvende Definition 8.1.2 far vi, at:

det(A) = A;-det(A(1;1)) —0-det(A(21)) +---+ (=1)"".0-det(A(n;1))
= Ap-det(A(1;1))

hvor vi i den sidste lighed anvendte induktionshypotesen. Induktionshypotesen geelder,
da A(1;1) er en diagonalmatrix med diagonalelementerne Ay,...,A,. Dette afslutter
induktionstrinnet. Vi konkluderer ved induktionsprincippet, at udsagnet er sandt. Det
seerlige tilfeelde med identitetsmatricen folger nu straks, da alle diagonalelementer i s fald er
lig med én. O

Vi kan allerede nu opstille en formel for determinanten af matricer i en storre klasse, nemlig
de ovre trekantmatricer:

Definition 8.1.4

En matrix A = [F"*" kaldes en gure trekantsmatrix, hvis der findes Ay, ..., A, € Foga;; € F
for1 <i < j < n,saledes at

Al oA a3 ... a4
O /\2 a3 500 Ay
A= ¢ 0 . : :
0 600 0 )\n,1 Apy—1n
i 0O ... O 0 An

I ord: i en ovre trekantsmatrix er alle de elementer, der ikke er nul, placeret over eller i
diagonalen. Alle elementer under diagonalen i en gvre trekantsmatrix er nul.

Saetning 8.1.2

Lad A = F"*" veere en ovre trekantsmatrix med diagonalelementerne A4, ..., A,. Da er
det(A) = A1 Ay -+ - Ap

Bevis. Beviset er meget lig beviset for Proposition 8.1.1 og overlades til laeseren. O

En tilsvarende type matricer er folgende:

Definition 8.1.5
En matrix A = IF"*" kaldes en nedre trekantsmatrix, hvis der findes A1, ..., A, € Foga;; € F
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for1 <j <i < n,sdledes at

M0 0 e 0]
az1q /\2 0 000 0
A— . . .
ap-11 --- Ap-1n—2 Aup1 O

| 1 cor Aup—2  App—1 An i

I ord: i en nedre trekantsmatrix er alle de elementer, der ikke er nul, placeret under eller i
diagonalen. Alle elementer over diagonalen i en nedre trekantsmatrix er nul. Ogsa her kan vi
opskrive en formel for dens determinant. Inden da har vi brug for et lemma, som kan veere
nyttigt i sig selv.

Lemma 8.1.3
Hyvis en kvadratisk matrix i F"*" indeholder en nulraekke, er dens determinant nul.

Bevis. Dette kan vises ved induktion pa n. Detaljerne overlades til leeseren. O

Seetning 8.1.4
Lad A = F"*" veere en nedre trekantsmatrix med diagonalelementerne A4, ..., A,. Daer

Bevis. Viviser dette ved induktion pd n. Hvisn = 1,sd er A = A4, og Definition 8.1.2 medferer
sa, at det(A) = Ay. Antag nu, at n > 2, og at udsagnet geelder for nedre trekantsmatricer
i F=1x(1=1) " Bemeerk, at A(1;1) er en nedre trekantsmatrix med diagonalelementerne
Ay, ..., Ay. Derfor medferer induktionshypotesen, at det(A(1;1)) = A2 - - -+ - A,. Matricerne
A(2;1),...,A(n;1) har alle en nulreekke som forste reekke. Dette skyldes, at det eneste
element, der ikke er nul, i forste reekke i A, er at finde pa den forste elementposition, men
denne position er blevet fjernet i matricerne A(2;1),...,A(n;1). Ved Lemma 8.1.3 har vi
derfor, at det(A(2;1)) =0,...,det(A(n;1)) = 0.

Ved hjeelp af Definition 8.1.2 ser vi da, at:

det(A) = A;-det(A(1;1)) — apr - det(A(2;1)) + - + (1)1 g,y - det(A(n;1))
= Ap-det(A(1;1) —ap -0+ -+ (=1)" g,y -0
= Ap-det(A(1;1))
= A Apeeenn Ay,

4

hvor vi i den sidste lighed anvendte induktionshypotesen. Dette afslutter induktionstrinnet.
Vi konkluderer ved induktionsprincippet, at seetningen er sand. O
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8.2 Determinanter og elementaere raekkeoperationer

Definition 8.1.2 er ikke altid den hurtigste mdde at beregne determinanten af en kvadratisk
matrix pa. I vores studie af systemer af linezere ligninger definerede vi tre typer af elementaere
reekkeoperationer, der kunne benyttes til effektiv simplificering af et givet system. Motiveret
af dette vil vi nu undersoge effekten af disse tre typer af elementeere reekkeoperationer
pad veerdien af en determinant. Den, der er nemmest at handtere, er den elementeere
reekkeoperation af typen R; <— c - R;. Vi starter med at bevise et generelt resultat.

Seetning 8.2.1
Betragt folgende tre matricer i [F"*":

- a - - a - - ai -
e - a1 = - a1 -
A=|- a —|[,B=|—- b —|0gC=| - ca+b — |,
- A1 - A1 — - ait+1 -
| - an - h L - an - h L - an - h

hvor ¢ € FF. Da geelder der, at det(C) = c - det(A) + det(B).

Bevis. Vibenytter induktion pd n. Hvisn =1, harvi A =aforena € F,B=bforenb € F
og C = c-a+b. Ifelge Definition 8.1.2 ser vi sa, at det(C) = c-a + b = ¢ - det(A) + det(B).

Antag nu, at n > 2, og at seetningen geelder for (n — 1) x (n — 1)-matricer. Lad os ved
Y4z (=1 - ¢y - det(C(k; 1)) betegne den summation, man opnér ved at lade k lobe fra
1 til n, hvor veerdien i springes over. Da kan vi skrive

det(C) = ) . (=) . ¢y - det(C(k; 1)) + (—1)* 11 - det(C(5;1)).
k=Tk#£i

For alle k forskellige fra i medferer induktionshypotesen, at det(C(k;1)) = c - det(A(k; 1)) +
det(B(k;1)). Ydermere er C(i;1) = A(i;1) = B(i; 1), da den i'te reekke er den eneste raekke,
hvor matricerne A, B og C adskiller sig fra hinanden. Ved at udnytte, at ¢;; = c - a;1 + b;1, og
Ck1 = ayy, hvis k # i, ser vi nu, at

det(C) = (=) gy - det(C(k; 1)) +
k=1;k+£i

—1)"*1 . (a1 + byy) - det(C(i;1))
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= i (=) a5y - (c- det(A(k; 1)) + det(B(k; 1)))

= i c- (=11 g - det(A(k;1)) + (=1)*1 - ¢ a;p - det(A(; 1))
k=Tk#i

Y (S by det(B(ki1))) 4 (=1)1 - by - det(B(is 1))
k=TkAi
= c-det(A) + det(B).

Dette afslutter induktionstrinnet og dermed induktionsbeviset. O

Korollar 8.2.2

Lad A € [F"*" veere givet, og antag, at C er opndet fra A ved anvendelse af den elementzere
raekkeoperation R; <— ¢ - R; pd A for et i og et ¢ € [F. Da geelder der, at det(C) = c - det(A).

Bevis. Hvis vi veelger b; = 0 i Seetning 8.2.1, far vi, at det(C) = c¢ - det(A) + det(B), hvor B er
en matrix, hvis i’te reekke er nulraekken. Seetning 8.1.3 medforer, at det(B) = 0. Deraf folger
korollaret. O

Undersogelsen af effekterne af de to resterende typer af elementeere reekkeoperationer pa
veerdien af determinanten viser sig mere indviklet. I opsummering bliver effekten af disse
operationer folgende:

Anvendelse af R; <+ R; pa en kvadratisk matrix eendrer fortegnet pé determinanten. (8.2)

Anvendelse af R; <— R; + ¢ - R; pa en kvadratisk matrix pavirker ikke determinanten. (8.3)

Eksempel 8.2.1
Lad F = R og
1 2 3
A=14 56
579

som i Eksempel 7.3.2. Udregn determinanten af A ved hjeelp af elementeere reekkeoperationer.

Svar: Fra Eksempel 7.3.2 kan vi afleese, at:

1 2 3
0 -3 -6

Ry <+ R;—4-R
2 2 Lls 7 9

>

I
Ul e
N O N
O O W
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1 2 3 1 2 3

— —
R3; + R3—5-R 0 =3 -6 Rz« Rz — R 0 =3 -6
3 3 1 0 -3 —6 3 3 2 0 0 0

Anvendes Ligning (8.3) tre gange, kan vi konkludere, at

1 2 3
det(A)=det| | 0 -3 —6
00 0

Bemeerk nu, at matricen pa hejre side er en gvre trekantsmatrix. Ved anvendelse af Seetning
8.1.2 far vi derfor, at

1 2 3
det(A) = det 0 -3 —6 =1-(-3)-0=0.
0 0 O

Vi vil bruge resten af dette afsnit pa at bevise gyldigheden af Ligningerne (8.2) og (8.3). En
leeser, der er villig til at acceptere deres gyldighed uden bevis, kan gé direkte videre til Afsnit
8.3. Laesere, der onsker at se beviserne for Ligningerne (8.2) og (8.3), er velkomne til at leese
videre, men det kan veere en fordel at have laest Afsnit 8.3 forst.

Vi starter med to lemmaer.

Lemma 8.2.3

Antag, at n > 2, og lad en kvadratisk matrix A € [F"*" veere givet. Desuden betegnes ved
B € F"*" den matrix, der opnas fra A ved at bytte rundt pd to pa hinanden felgende reekker
i A. Da geelder der, at det(B) = — det(A).

Bevis. Vi beviser dette ved induktion pa n.
Hvis n = 2, har vi
A — ain a2 og B = az1 A4z )
az1 a2 a4
hvilket medferer det(A) = a11 - ax — a1 - a1 og det(B) = ap1 - a12 — ay1 - axn. Derfor har vi,
at det(B) = —det(A).

Lad nun > 3, og antag, at lemmaet geelder for n — 1. Lad os betegne de to reekkeri A, som
har byttet plads, ved R; og R; ;1. Daser vi, at A(i;1) = B(i+1;1), 0og A(i+1;1) = B(i;1).
For k # iogk # i+ 1 kan B(k;1) desuden opnas fra A(k;1) ved, at to pa hinanden
folgende rekker byttes rundt. Ifelge induktionshypotesen har vi derfor for sddanne k,
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atdet(B(k;1)) = — det(A(k;1)). Samles det hele, far vi:
det(B) = Yoo (1) agy - det(B(k; 1))
k=1;k#i;k#i+1
+(=1)*" a1 - det(B(i;1)) + (—1)"% - aj1 - det(B(i + 1;1))
n
= - Y (D"an - det(A(k1))
k=1;k#i;k#i+1

+(=1)"" - aigan - det(A(i+ 1)) + (—1)72 - a;y - det(A(i;1))
= — i(—l)k+1 g - det(A(k;l))
k=1
= —det(A).

Dette afslutter induktionstrinnet og dermed beviset. O

Lemma 8.2.4

Antag, at n > 2, og lad en kvadratisk matrix A € [F"*" veere givet. Antag, at to pa hinanden
folgende reekker i A er identiske. Da geelder der, at det(A) = 0.

Bevis. Dette kan vises ved at folge den samme strategi som i beviset for Lemma 8.2.3. O

Ovenstdende lemma er blot et seertilfeelde af et mere generelt resultat:

Proposition 8.2.5

Antag, at n > 2, og lad en kvadratisk matrix A € [F"*" veere givet. Antag, at to reekkeri A er
identiske. Da er det(A) = 0.

Bevis. Hvis to pa hinanden folgende raekker i A er identiske, medferer Lemma 8.2.4, at
det(A) = 0. Derfor star vi tilbage med tilfeeldet, hvor to reekker i A er identiske men ikke
pa hinanden felgende. Lad os betegne de to givne identiske reekker i A ved R; og R;, hvor
i > j > 1. Vi bytter rundt pa reekkerne R; og R;_1, og flytter dermed reekken R; hojere op i
matricen. Effekten pa determinanten er et fortegnsskift ifolge Lemma 8.2.3. I den nye matrix
er de identiske reekker nu R; og R; 1. Hvis disse reekker er pa hinanden folgende, stopper
vi med at bytte raekker, men ellers flytter vi den nederste af de to identiske raekker op, én
reekke ad gangen. Saledes ender vi pa et tidspunkt med en matrix B med to pa hinanden
folgende reekker. Jeevnfor Lemma 8.2.3 skifter determinanten fortegn, det(B) = +det(A),
hver gang vi bytter rundt pé to pd hinanden felgende raekker. Men da vi ifolge Lemma 8.2.4
har det(B) = 0, konkluderer vi, at det(A) = 0. O

Vi har nu alle de nedvendige ingredienser til at vise effekten pd determinanten af en kvadratisk
matrix af at bytte om pa to reekker.



Kapitel 8 ||| 8.2 DETERMINANTER OG ELEMENT/ARE RAEKKEOPERATIONER 162

Saetning 8.2.6

Lad en kvadratisk matrix A € [F"*" veere givet, og betegn ved B € [F"*" en matrix opnaet fra
A ved hjeelp af en elementeer raeekkeoperation af formen R; <> R; for nogle heltal i < j. Da
geelder der, at det(B) = — det(A).

Bevis. Vi opskriver

al

an

og C

Ved at anvende Seetning 8.2.1 pd reekke i i C, ser vi, at

det(C) = det

al

an

+ det

a

ai

ay

Nu anvender vi igen Seetning 8.2.1, men denne gang pa raekke j i matricerne i de to
determinantudtryk pa hojre side af denne ligning og bruger derefter Proposition 8.2.5. 54 far

vi, at

det(C) = det(A) + det(B).

Men Proposition 8.2.5 medferer, at det(C) = 0, da raekkerne i og j i C er identiske. Derfor

gelder 0 = det(A) + det(B), hvilket medferer, hvad vi enskede at vise.

O]
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Nu hvor vi kender effekten af de elementeere reekkeoperationer R; <— ¢ - R; og R; «» R; pa
determinanten, afslutter vi med et blik pa, hvad der sker med determinanten, nar vi benytter
en elementeer reekkeoperation af formen R; <— R; + ¢ R;.

Saetning 8.2.7

Lad A € F"*" veere givet, og antag, at matricen B er opndet fra A ved anvendelse af den
elementeere reekkeoperation R; <— R; + ¢ - R; pd A for forskellige reekkeindekser i, j og for et
¢ € F. Da geelder der, at det(B) = det(A).

Bevis. Dette folger af Seetning 8.2.1 og Proposition 8.2.5. O

8.3 Alternative beskrivelser af determinanten

I vores beskrivelse af determinanten af en kvadratisk matrix A € [F"*" spillede den forste
sojle i A en seerlig rolle. I den rekursive definition gangede vi trods alt elementer fra den
forste sojle i A med determinanterne af mindre matricer. Disse mindre matricer blev opnaet
fra A ved at fijerne den forste sgjle og nogle raekker. Af den grund siger man typisk, at man i
Definition 8.1.2 beregner determinanten ved at udvikle langs den forste sgjle. Mere praecist
refererer man ofte til dette som udviklingen eller Laplace-udviklingen af determinanten langs
den forste sgjle.

Man kan nu sperge, om der er nogen grund til, at den forste sgjle er sa speciel. Svaret er:
det er den ikke! Det er muligt at udregne determinanter ved udvkling langs andre sojler og
faktisk ogsa ved udvikling langs reekker. Mere praecist har vi felgende seetning;:

Seetning 8.3.1

Lad n > 2, 0oglad A € F"*" veere en kvadratisk matrix. Da geelder der for et ethvert j mellem
1 og n:
n . .
det(A) = Y (—1)""7 - a;; - det(A(i;])). (8.4)
i=1

Yderligere geelder der for ethvert i mellem 1 og n:

n

det(A) = Y (=1)"" - a;; - det(A(3; ). (8.5)
j=1

Bevis. Vi vil ikke bevise denne saetning, men den interesserede leeser kan finde nogle
bemeerkninger i slutningen af dette afsnit, der forklarer de vigtigste ideer bag beviset. [

Bemeerk, at for j = 1 er Ligning (8.4) blot den formel, der er givet for determinanten i
Definition 8.1.2. Ligning (8.4) beskriver Laplace-udviklingen af determinanten langs den
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j'te sojle, mens Ligning (8.5) beskriver Laplace-udviklingen af determinanten langs den i'te
raekke. Disse ligninger kan ogséd udtrykkes uden brug af summationssymbolet pa felgende
made:

det(A) = (=1)"*/ - ay; - det(A(1;7)) + (—1)** - ay; - det(A(2; )+
c4 (=1)" - ay - det(A ().

0g

det(A) = (—1)" - a;y - det(A(i;1)) + (=1)2 - a;p - det(A(i;2)) +
c (=) gy, - det(A(i;n)).

Eksempel 8.3.1
Lad F = R og
123
A=14 56
579
som i Eksempel 7.3.2. Udregn determinanten af A ved anvendelse af Laplace-udvikling langs

den forste raekke.

Svar: Bemeerk forst og fremmest, at

JA(1;2) = [‘5* g],ogA(m): [‘5* 5].

A(1;1):[5 6
7 9 7

Derfor opndr vi ved anvendelse af Laplace-udvikling langs den forste raekke, at

142 9. de 4 6
)—i—(—l) 2dt<[59 )-l—
143 3. de 45
(—1)*3.3 dt<[5 7])

Ved brug af Ligning (8.1) kan vi hurtigt beregne determinanterne af 2 x 2-matricer, og vi far:

det(A) = (—1)™*1.1. det ([ g 6

det(A) =1-(45—-42)—-2-(36—-30)+3-(28—25)=3—-12+9 =0.
Seetning 8.3.1 har en fin konsekvens i forbindelse med transponerede matricer.

Korollar 8.3.2
Lad A € F"*" veere givet. Da geelder der, at det(A) = det(AT).

Bevis. Vi bruger induktion pa n. Hvis n = 1, er A = AT, og der geelder klart, at
det(A) = det(AT). Antag nu at n > 2, og at korollaret geelder for n — 1. Bemaeerk,
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at A(j;1)T = AT(1;f), hvilket sammen med induktionshypotesen lader os udnytte, at
det(AT(1;j)) = det(A(j;1)T) = det(A(j;1)). Ved anvendelse af Laplace-udvikling af
determinanten af AT langs den forste reekke, fa vi

(=)™ (AT)y; - det(AT(1;/))

M-

det(AT) =

\
Il
—

I
1=

(=)™ - ajy - det(A(j; 1))

Il

~.
&
= =

(A),

hvor vi i den sidste lighed anvendte Definition 8.1.2. Dette afslutter induktionstrinnet og
dermed beviset. O

Afslutningsvis vil vi naevne en seerligt vigtig egenskab ved determinanter, nemlig at de
opforer sig fint med hensyn til matrixmultiplikation:

Seetning 8.3.3
Lad A, B € F"*" veere givet. Da er det(A - B) = det(A) - det(B).

Den interesserede laeser kan finde en skitse af beviset i slutningen af dette afsnit, men det er
ikke obligatorisk leesning. Selvom saetningen ser uskyldig ud, har den en reekke vaesentlige
konsekvenser, der alle vil vise sig vigtige for os senere. Vi formulerer dem her som en reekke
korollarer.

Korollar 8.3.4
Lad A € F"*" vaere givet. Da har A en invers, hvis og kun hvis det(A) # 0.

Bevis. Hvis A har en invers A~!, s geelder der, at A - A~ =1,. Ved at anvende Seetning
8.3.3 ser vi, at det(A) - det(A~!) = det(I,) = 1. For den sidste lighed benyttede vi os af
Proposition 8.1.1. Saledes geelder der, at det(A) # 0, da produktet det(A) - det(A~!) ellers
ville veere nul.

Antag omvent, at det(A) # 0. Hvis vi transformerer A ved hjeelp af en hvilken som helst
sekvens af elementeere raekkeoperationer til en matrix B pd reduceret trappeform, medferer
Korollar 8.2.2 og Seetningerne 8.2.6 og 8.2.7, at det(B) = d - det(A) for en konstant d € F
forskellig fra nul. Derfor geelder der, at det(B) # 0. Dette betyder specifikt, at B ikke
indeholder en nulraekke, da dens determinant ellers ville veere nul ifelge Lemma 8.1.3. Derfor
ma der geelde, at B = I,,, hvilket medferer, at A har rang n. Som set i Ligning (7.10) og
Korollar 7.3.5 betyder dette, at A har en invers. O

Korollar 8.3.5
Lad A € F"*" vaere givet. Da er sgjlerne i A lineert uafheengige, hvis og kun hvis det(A) # 0.
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Bevis. Dette folger ved at kombinere Seetning 7.1.3, det forrige korollar og Korollar 7.3.5. [

Korollar 8.3.6

Lad A € F"*" veere givet. Da er det(A) # 0, hvis og kun hvis det homogene system af
linezere ligninger med koefficientmatricen A kun har nulvektoren som lgsning.

Bevis. Dette folger ved at kombinere Korollarerne 6.4.5,7.3.5 og 8.3.4. O

Vi vil ikke bevise Seetning 8.3.3 i detaljer, men laeseren, der gerne vil vide mere, kan laese
resten af dette afsnit og fa et godt indtryk af, hvorfor denne saetning samt Seetning 8.3.1 er
sande. Resten af dette afsnit kan springes over ved forste leesning. Hvis en leeser er villig
til at acceptere udsagnene i Seetningerne 8.3.1 og 8.3.3 uden bevis, kan de fortseette til neeste
kapitel.

Noglen til at forsta, hvorfor Seetning 8.3.1 er sand, er folgende:

Lemma 8.3.7
Lad f : F"*" — [F veere en funktion, der opfylder de folgende to betingelser:

(i) f(A) = 0 for alle kvadratiske matricer A € F"*", der har to identiske raekker.

(i) For alle matricer A, B og C som angivet i Seetning 8.2.1, geelder der, at f(C) =

c- f(A)+ f(B).
Daer f(A) = det(A) - f(I,,) for alle A € F"*".

Bevis. Vi skitserer kun beviset: De to betingelser, som f opfylder, er nok til at udlede praecis,
hvordan verdien af f aendrer sig, ndr en matrix A aendres ved hjelp af en elementaer
reekkeoperation. Faktisk kan mange af beviserne i Afsnit 8.2 genbruges. De to givne
betingelser er ogsé nok til at udlede, at f(A) = 0 for enhver A, der har en nulreekke. Resultatet
er derefter, at f opferer sig nojagtigt som determinanten under elementeere reekkeoperationer,
og at bade f og determinanten har veerdien nul for matricer med en nulraekke.

Givet en hvilken som helst kvadratisk matrix A og en sekvens af elementeere reekkeoper-
ationer, der transformerer A til sin reducerede trappeform, som vi kan kalde B, kan man
efter transformationen sammenligne veaerdierne af f og determinanten under disse elemen-
teere reekkeoperationer. Resultatet er, at f(A) = d - f(B) for en konstant d € [F, samt at
ogsa det(A) = d - det(B) for den samme konstant d. Hvis A har rang mindre end 7, inde-
holder dens reducerede trappeform B en nulreekke. Men sa er f(B) = 0, og det(B) = 0.
Hvis A har rang n, sd er B = I,,. Sdledes har vi i dette tilfeelde, at f(A) = d - f(I,), mens
det(A) =d - det(I,) =d-1=d.alle tilfeelde ser vi, at f(A) = det(A) - f(I,,). O
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Bemeerk, at determinanten, som vi definerede den i Definition 8.1.2, opfylder de to betingelser
fra Lemma 8.3.7, se Proposition 8.2.5 og Seetning 8.2.1. For at bevise, at Seetning 8.3.1 er gyldig,
skal man vise, at funktionen f, man far ved udvikling af en determinant langs en raekke eller
en sojle, altid har de egenskaber, der er neevnt i Lemma 8.3.7, og at f(I,,) = 1. Dette kan
langt hen ad vejen gores pa samme made, som det vi gjorde for determinanten defineret i
Definition 8.1.2.

Lad os slutteligt opridse en skitse af beviset for Seetning 8.3.3:

Bevis. For en skitse af beviset af Seetning 8.3.3 betragter vi funktionen f : F"*" — IF defineret
ved f(A) = det(A - B) for en vilkdrligt valgt B € IF"*". Ved hjeelp af Proposition 8.2.5 og
Seetning 8.2.1 viser man forst, at f opfylder betingelserne i Lemma 8.3.7. Man kan derefter
konkludere, at f(A) = det(A) - f(I,) for alle A € F"*". Men sa er det(A - B) = f(A) =
det(A) - f(I,) = det(A) - det(B). I den sidste lighed udnyttede vi, atI,, - B = B. O
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