llll Kapitel 7

Vektorer og matricer

7.1 Vektorer

Som i det forrige kapitel vil vi betegne et tallegeme ved FF. Det, vi vil arbejde med nu, virker
over ethvert legeme, men laeseren kan blot teenke pa F = R eller F = C. Nar vi beskriver
losninger til systemer af lineeere ligninger, arbejder vi allerede med [F", meengden af alle
n-tupler med veerdier i F. Vi har ogsa allerede forklaret, at et sadant n-tupel for nemheds
skyld ofte betragtes som en n x 1-matrix. Det betyder blot, at:

01
(v1,...,v,) 0gsé kan skrives som

(47}

Nar et n-tupel skrives som en n x 1-matrix, siger vi, at n-tuplet er skrevet pa vektor-form.
Elementer i F” kaldes derfor vektorer med n elementer fra [F. Hvis alle elementer i en sddan
vektor er nul, kalder vi denne vektor nulvektoren i IF".

Bemeerkning 7.1.1
Elementer i IF"*! kaldes typisk sojlevektorer, mens elementer i IF**" kaldes reckkevektorer.

Vi har i det forrige kapitel allerede benyttet os af, at der findes en naturlig mdde at leegge to
vektorer v og w fra [F" sammen pa, og at man ogsd kan multiplicere en vektor fra [F” med et
element ¢ € F, ofte kaldet en skalar i denne sammenheeng, da multiplikation af en vektor med
en konstant kan betragtes som en skalering af vektoren. Mere praecist er addition af vektorer
i [F" defineret som:
U1 w1 U1+ Wy
+1 | = : . (7.1)

On Wy Uy + Wy
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For F = R og n = 2 er addition af to vektorer illustreret i Figur 7.1.

V+Ww
477 ////
5| v
21
1] /
W
~1 1 2 3 4
_1 1

Figur 7.1: Addition af to vektorer v og w i R?.

Produktet af en skalar ¢ fra IF med en vektor i F" defineres som:
c-| | = : . (7.2)

I stedet for (—1) - v kan man ogsa skrive —v. Ligeledes skrives et udtryk som v + (—1) - w
ofte som v — w. Man udelader ogsa normalt multiplikationstegnet mellem skalar og vektor.
Med andre ord, et udtryk som cv skal blot laeses som c - v. For F = R og n = 2 er skalering af
en vektor illustreret i Figur 7.2.

2v
4,,
v
2,,
2 1 1 2 3 4
_2,,
-V

Figur 7.2: Skalering af en vektor v € IR?.

Som med matricer vil vi ofte benytte fed skrift til vektorer og typisk bogstaver som u, v, w.
Lad os for fremtidig reference opstille folgende samling af egenskaber for vektoraddition og
skalarmultiplikation:
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Seetning 7.1.1
Lad F veere et legeme, og lad ¢, d € F samt u, v, w € [F". Da geelder:

i) (u+v)+w=u+(v+w)
(i) u+v=v+u

(i) c- (d-u) = (c-d)-u

(iv) c-(u+v)=c-ut+c-v
(v) (c+d)-u=c-u+d-u

Vi udelader beviset herfor.

Da vi nu har vektorer til radighed, kan vi se neermere p4 flere af deres egenskaber. Vi starter
med et eksempel.

Eksempel 7.1.1
Vi er givet vektorerne

u:[;]ogvzmemz

(b) Find c og d, sdledes at c - u +d - v = 0, hvor 0 betegner nulvektoren i R2.

(a) Udregn4-u+3-v.

Svar:

(a) Ved brug af definitionen af skalarmultiplikation og vektoraddition far vi

4. u+3-v=4. 1 + 3. 2 = 4 + 6 — 10 .
1 8 3 11
(b) Vihar
coudtd-vec. 1 4. 2 _|c n 2d _ c+2d .
1 2c d 2c+d

Hvis vi ensker, at resultatet skal vaere nulvektoren, skal vi lose det homogene system af
linezere ligninger:

c+2d=0
2e+d=0

Ved at traekke den forste ligning to gange fra den anden ligning, hvilket svarer til at
udfore den elementeere reekkeoperation Ry <— Ry — 2 - Ry, far vi systemet:

c+2d=0
Oc—3d=0
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Vi kunne fortsaette og bringe systemet pd reduceret trappeform, men det er allerede
klart nu, at den eneste losning er c = d = 0.

Et udtryk som 4 - u + 3 - v kaldes en linearkombination af vektorerne u og v. Mere generelt,
givet vektorer vy, ..., v, € [F" og skalarer cy, ..., c, € FF er et udtryk pd formen

c1-vit+---+cn-vy

en linearkombination af vektorerne vy, ..., v,. Anden del af eksemplet viser, at den eneste
linearkombination af vektorerne u og v, der er lig med nulvektoren, er linearkombinationen
0-u+0-v. En sekvens af vektorer kan have denne egenskab generelt, hvilket beskrives i
folgende.

Definition 7.1.1

En sekvens af vektorer vy, ..., v, € F" kaldes lineaert uafheengig, hvis og kun hvis ligningen
c1-Vy+---cy- vy, = 0kun kan veere sand forc; = --- = ¢, = 0.

Hyvis sekvensen af vektorer vy, ..., v, € [F" ikke er lineeert uatheengig, siges den at veere
lineaert afheengig.

Med andre ord er en sekvens af vektorer vy, ..., v, € F" linecert uafthengig, hvis og kun
hvis den eneste linearkombination af vektorerne, der er lig med nulvektoren, opnds for
c1 = --- = ¢y = 0. Ved hjeelp af nogle logiske udtryk kan linezer uafhaengighed af en sekvens
af vektorer vy, ..., v, € [F" formuleres som folger:

forallecy,...,c, € Fgeelder:c; -vi+---+cy,-vy=0=c¢1=---=c¢, =0. (7.3)

Pa samme mdde kan lineer atheengighed af sekvensen af vektorer vy, ..., v, € F" formuleres
pa folgende made:

der eksisterer ¢y, ...,c, € F,sdledesat: ¢c; - vy +---¢c,- v, =0 A ikkeallec; ernul. (7.4)

I stedet for at sige, at en sekvens af vektorer vy, ..., v, er lineeert (u)athaengig, er det ogsa
ganske almindeligt blot at sige, at vektorerne vy, ..., v, er linecert (u)athaengige. Vi vil ofte
bruge denne made at formulere tingene pa.

Eksempel 7.1.2
Sekvensen af vektorer bestaende af

o[V ev-[2] e

er linecert afheengig. Da v = 2 - u, ser vi nemlig, at (—2) -u+v = 0.

Dette eksempel illustrerer et mere generelt princip: To vektorer u og v er lineeert afhaengige,
hvis og kun hvis den ene er en skalering af den anden. Hvis for eksempel u = c - v, sd er
1-u+ (—c) - v =0, hvilket viser, at vektorerne er lineert atheengige. P4 samme made, hvis
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v=c-usder(—c)-u+1-v =0, hvilket igen viser, at vektorerne er lineeert athengige.
Omvendst, hvis vektorerne er linezert aftheengige, findes der c,d € FF, som ikke begge er nul,
sdledesatc-u+d-v =0. Hvisc # 0,sd far viu = (—d/c) - v, sdledes at v er en skalering af
u. Hvis d # 0, opnar vi pd samme made, at v = (—c/d) - u, hvilket viser at u i dette tilfeelde
er en skalering af v. Intuitivt kan man derfor sige, at to vektorer u og v er linecert afheengige,
hvis og kun hvis der findes en linje gennem origo, som indeholder bade u og v.

Eksempel 7.1.3
Sekvensen af vektorer bestdende af

uzmogvzmekz

er linecert uafheengig. Vi har nemlig set i Eksempel 7.1.1, at ligningen c - u +d - v = 0 medforer,
atc=d =0.

Dette eksempel illustrerer, at den lineeere uatheengighed af en sekvens af vektorer kan
undersoges ved brug af teorien om systemer af linezere ligninger. Dette er faktisk tilfaeldet
generelt, og det generelle resultat er folgende:

Lemma 7.1.2

Lad vektorer vy, ..., v, € [F" veere givet, og lad A € [F"*" veere den m x n-matrix, hvis sejler
er vy, ..., vy, det vil sige

A= vy ... v,
| |

Sekvensen af vektorer v, ..., v, er linesert uatheengig, hvis og kun hvis det homogene system
af linezere ligninger med koefficientmatrix A kun har nulvektoren 0 € [F" som lgsning.

Bevis. Antag forst, at sekvensen af vektorer vi,...,v, er lineeert uafheengig, og lad
(c1,...,cn) € TF" veere en losning til det homogene system af lineeere ligninger med
koefficientmatrix A. Dette system kan direkte omskrives til ligningenc; - vi +---+c¢, - v, = 0.
Ved at bruge vores antagelse om, at sekvensen af vektorer vy, ..., v, er linesert uatheengig, ser
vi,at (c1,...,cn) = (0,...,0).

Antag nu omvendt, at det homogene system af linezere ligninger med koefficientmatrix A kun
har nulvektoren 0 € F" som lesning. Hvis (cy,...,c,) € F" opfylderci - vi+---+cy- vy =0,
kan vi straks konkludere, at (cy, . ..,c,) ogsd er en losning til det homogene system af linezere
ligninger med koefficientmatrix A. Men sd kan vi konkludere, at (¢1,...,cy) = (0,...,0). O

Dette lemma forer til en enkel karakterisering af linezer uatheengighed:



Kapitel 7 ||| 7.1 VEKTORER 138

Seetning 7.1.3

Lad vy,...,v, € F" veere givet, og lad A € F"*" vare matricen med sgjlerne vy, ..., vy,.
Sekvensen af vektorer vy, ..., v, er lineeert uatheengig, hvis og kun hvis matricen A har rang
n.

Bevis. Dette folger af Korollar 6.4.5 og Lemma 7.1.2. O

Eksempel 7.1.4
Betragt de folgende tre vektorer i C>:

1 0 1+
u= 0 , V=| 1+4+i | ogw= | —1+5i
g 0 2i

(a) Er vektorerne u, v, w linezert uatheengige?
(b) Er vektorerne u, v linezert uaftheengige?

(c) Er vektoren u linecert uaftheengig?

Svar: Den generelle strategi for denne type sporgsmal er at bruge Seetning 7.1.3. Husk, at
for at beregne rangen af en matrix er det ifelge Definition 6.3.2, definitionen pd rangen af en
matrix, tilstreekkeligt at bestemme dens reducerede trappeform. Lad os nu besvare de tre
sporgsmal ét ad gangen.

(a) Seetning 7.1.3 medforer, at vi for at finde svaret skal bestemme rangen af matricen

1 0 1+

A=| 0 14i —1+5i
14+i 0 2i
Vi har
1 0 14 (1 0 14
0 1+4i —1+5i — 0 1+i —1+5i
Rs <+ Rs— (1+i)-R
1+i 0 2i ’ 3(+)1_00 0
(1 0 1+i
— 0 1 243
Ry+— (1+i)1-R
2 (147 R, (00 o

Vi kan konkludere, at p(A) = 2, hvilket er mindre end tre, altsd antallet af vektorer vi
arbejder med. Derfor er vektorerne u, v, w linecert atheengige.
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(b) Idette tilfeelde skal vi beregne rangen af matricen

1 0
B = 0 1+
1+i O

Anvendes de samme elementere reekkeoperationer som ved losning af forste spergsmal,
far vi, at den reducerede trappeform af B er matricen

S O =
oS - O

Vi ser, at p(B) = 2, hvilket er lig med antallet af vektorer, vi arbejder med. Derfor er
vektorerne u, v linezert uaftheengige.

(c) Hvis vi kun overvejer vektoren u, skal vi bestemme rangen af matricen

1
C= 0
1+

Denne matrix har rang ét, da den ene sejle, som denne matrix bestar af, ikke er en
nulsgjle. Vi kan konkludere, at sekvensen bestadende af vektoren u er lineaert uafthaengig.
Generelt er en sekvens bestdende af kun én vektor u € IF" lineaert uathaengig, hvis og
kun hvis u # 0.

7.2 Matricer og vektorer

Da vi studerede systemer af lineeere ligninger, introducerede vi begrebet matrix. En matrix
A € F"*" blev introduceret som et rektanguleert skema indeholdende m x n elementer fra et
givet legeme IF:

air ... ain

Nogle gange skriver man blot A = [a;;]1<j<u,1<j<m for at holde det kort. Nar en matrix gives
pa denne form, er elementet a;;, som nogle gange ogsd skrives som 4;;, det element, der
befinder sig i reekke i og sejle j i matricen A. Det er ogsd normal notation at betegne dette
element ved Aj; eller A;;. Matricen A, der er givet ovenfor, har m reekker: [ai1 ... a;,| for
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i=1,...,mogn sejler:
Lllj
forj=1,...,n.

am]-

Vi vil kalde raekker i en matrix for raekkevektorer og pa tilsvarende vis sgijler i en matrix for
sojlevektorer.

Det viser sig at veere ganske nyttigt at kunne multiplicere en matrix med en vektor. Vi
definerer folgende:

Definition 7.2.1
Lad A = (aj)1<i<m,1<j<m € F™*" veere en matrix og v = (vy,...,v,) € F" en vektor. Da
definerer vi A - v € [F" som folger:

a1 ... dip 01 a1 - 01+ - a1 - Oy

Aml -+ Amn Un Am1 01+ Amn - On
Bemeerk, at vi ikke kan multiplicere en hvilken som helst matrix med en hvilken som helst
vektor. Deres storrelser skal “passe” sammen: antallet af sojler i matricen skal veere lige med
antallet af elementer i vektoren. Hvis dette ikke er tilfaeldet, er den tilsvarende matrix-vektor-

multiplikation ikke defineret.

Eksempel 7.2.1
Lad

Udregn A - v.

Svar: Ved at benytte Definition 7.2.1 far vi, at:

7
A.v:[1 2 3]' 4 :[1.7+2.(—1)+3~(—2)]:[—1]‘

45 6 4.7+5-(=1)+6-(-2) 11

Bemeerk, at matrix-vektor-produktet opstar meget naturligt, ndr man betragter et system af
linezere ligninger. Et system af lineaere ligninger

apn-x1 + -+ axy, = by

1 - X1 + o+ A+ Aun-Xn = by
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kan udtrykkes som
aip - A X1 b
= o (7.5)

Am1 - Amn Xn bm

Nu hvor vi har defineret et matrix-vektor-produkt, kan man stille spergsmalet, om man mere
generelt ogsa kan multiplicere matricer med hinanden. Svaret viser sig at veere ja, forudsat at
deres storrelser passer sammen. Mere preecist kan vi gore folgende:

Definition 7.2.2
Lad A € F"*" og B € Fr<, Antag, at sgjlerne i B er givet ved by, ..., b, € F", altsd antag, at

S4 definerer vi

A-B= A'b] A'bg
| |

Bemezerk, at matrixproduktet A - B kun er defineret, hvis antallet af sgjler i A er lig med
antallet af reekker i B. Hvis disse tal stemmer overens, er A - B en matrix med m reekker og ¢
sojler. Med andre ord, hvis A € F"*", og B € F"™! sder A-B e F"*¢,

En anden made at tilgd definitionen af matrixproduktet pa er at opstille en formel for
elementerne i produktet A - B én ad gangen. Lad os sige, at vi onsker at finde en formel for
det (i, j) te element i produktet, (A - B); ;, altsa elementet i reekke i og sejle j. Dette svarer til
at bestemme det i"te element i produktet A - b;, hvor b; er den j’te sgjle i B. Dette er i sig selv
preecis det samme som resultatet af at gange den i'te reekke i matricen A med den j’te sojle i
matricen B. Da den i’te reekke i A kan skrives som [a;; ... a;,] og den j'te sejle i B som

ser vi, at

(A-B)i,]‘: [aﬂ ...ain]' :aﬂ-bl]-+---+ain-bnj.
by

Ved at bruge summationssymbolet fra Afsnit 5.3 kan vi omskrive denne formel som folger:

(A-B)ij =) aj-b, (7.6)
r=1
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Eksempel 7.2.2
I dette eksempel seetter vi IF = R, og vi har givet

1 2 3 70

A= ogB=| -1 1
4 5 6

-2 0

Udregn, hvis det er muligt, matrixprodukterne A - B og B - A.

Svar: Forst betragtes matrixproduktet A - B. Da A € R og B € R3*3, er produktet A - B
defineret. Vi har allerede udregnet produktet af A med den forste sojle i B i Eksempel 7.2.1,
sd vi vil ikke gentage de beregninger her. Tages det i betragtning, far vi:

7 00 .
12 3 -1 1-04+2-1+3-0 1-0+2-0+3-1
o7 110l = +2.14 +2.04
4 5 6 5 0 1 | 11 4.0+5:14+6:0 4:0+5-0+6-1
o [-1 23
1 5 6 |

Nu ser vi pa matrixproduktet B - A. Da B har tre sgjler, og A har to reekker, er
matrixproduktet B - A ikke defineret.

Dette eksempel viser, at der geelder generelt, at A- B # B:-A. Med andre ord er
matrixmultiplikation ikke kommutativ. Faktisk kan det endda ske, som vi lige har set, at et af
produkterne ikke er defineret. Selv hvis begge produkter er defineret, betyder raeekkefolgen af
matricerne stadig noget, og A - B # B - A generelt. Tag for eksempel et kig pd A = [10] og

leo
1

.54

A-B:[1o]-[(1)] =1.040-1=0,0gB-A = [?]-[10}: [(1) 8].

Lad os ogsd definere addition af matricer:

Definition 7.2.3
Lad A, A’ € F"™*" veere givet, altsd

air ... Ain ay .. a4y,

aml e amn ﬂml e ﬂmn



Kapitel 7 ||| 7.2 MATRICER OG VEKTORER 143

Sa definerer vi A + A’ som folger:

/ / / /
ag ... din ay ... ay, an+ay .. M t+ag,
+1 ;| = ' '

/! /
Apl .- Omn O A1 + Ay - Amn + Ay

Addition af matricer er kun defineret, hvis de har samme storrelse. P4 elementniveauet ser
vi, at (A+A);;i = a;j +a ;- Addition og multiplikation af matricer opfylder mange af de
samme regler som addition og multiplikation af reelle eller komplekse tal. Vi samler nogle
af disse i folgende saetning. Den primeere forskel, som allerede blev naevnt tidligere, er, at
matrixmultiplikation generelt ikke er kommutativ.

Seetning 7.2.1
Lad F veere et legeme. Da geelder
(i) A+ A" =A"+Aforalle A, A’ € F"*",
11 + —+ =A+ + or alle A, A’, € .
(i) (A+A")+A"=A+ (A"+A") foralle A,A’, A" € F"*"
(iii) A-(B-C) = (A-B)-Cforalle A € F"", B € F"*! og C € F'*k.
(iv) A-(B+B')=A-B+A-B foralle A € F"*" og B,B' € F"*’.

(v) (A+A’)-B=A-B+A’ Bforalle A,A’ € F"*" og B € F"*’,

Bevis. Vi vil bevise det tredje punkt og overlade de andre dele til leeseren. Anvendes Ligning
(7.6) pa produktet (B - C) far vi, at (B- C),,; = Y by c,j. Ved at benytte dette samt Ligning
(7.6) pé produktet A - (B - C) opndr vi efter en smule omskrivning, at:

n

(A(B:C))yy = Yo (B:C)y
n 4

= E Ais - bsy - Crj

s=1 r=1

= Z Zais + (bsr - er)
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4
= Z(B ’ C)i,?’ " Crj
= ((A'B) 'C)lj

O]

Vi afslutter dette afsnit med at forklare to yderligere matrixoperationer. Vi har allerede set, at
vektorer kan multipliceres med en skalar. Generaliseringen til matricer er umiddelbar: for
c € Fog

[ I S V) c-ann - C-p
A= : : € F"*" defineres ¢ - A = : : . (77

Ap1 -+ Amn R
Afslutningsvis findes der en made at ombytte rollerne af reekker og sejler i en matrix A pa.

Dette kaldes transponering af matricen og kan betegnes AT. Mere preecist, hvis vi har givet

ar ... dip ai ... am
A= : : € F™", s3 defineres AT = | : Co. (7.8)

aml - amn ﬂ]n - amn

Eksempel 7.2.3
Lad matricen

A | 123 _poa
45 6

veere givet. Bestem AT.
Svar:

Vi har

T 1

AT_123_2
4 5 6

3

N U1 =~

Bemeerk, at hvis A € F"*" sa er AT € F"*". P4 elementniveauet har vi ganske enkelt, at det
(i,j)'te element i AT er lig med det (j,i)'te element i A.

Transponeringen opferer sig fint i forbindelse med matrixaddition og matrixprodukter. Dette
preeciseres i folgende saetning.

Seetning 7.2.2
Lad F veere et legeme. Da geelder:
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(i) (AT)T = A for alle A € F™*".
(i) (A+ANT = AT + (A)T foralle A, A’ € F™*".

(iii) (A-B)T = BT - AT foralle A € F"*" og B € F"*,

Bevis. Vi beviser kun den forste pastand. Generelt er det (i,j)"te element i BT lig med det
(j,i)’te element i B for enhver matrix B. Anvendes dette forst pd matricen AT og derefter pa
matricen A, far vi, at ((AT)T);; = (AT);; = (A);;. Dette viser, at matricerne (AT)T og A har
preecis de samme elementer, og dermed at de er ens. O

Det er vigtigt at bemeerke sig reekkefelgen af multiplikationen i punkt 3 for og efter
transponering. Transponering sd at sige vender raekkefolgen af elementer i et produkt
om. Der er en god grund til dette. Givet matricer A € F"*" og B € F"*!, s3 er produktet
AT - BT generelt set ikke engang defineret! Antallet af sgjler i AT er m, mens antallet af
reekker i BT er £. Dog er der ingen problemer med produktet BT - AT, da antallet af sgjler i
BT er n, hvilket er det samme som antallet af reekker i AT. Selvom disse observationer ikke
direkte beviser punkt tre fra Seetning 7.2.2, sa forklarer de, hvorfor det er ganske naturligt, at
multiplikationsreekkefolgen er som angivet.

7.3 Kvadratiske matricer

Hvis antallet af reekker og af sgjler i en matrix er ens, kaldes den en kvadratisk matrix. Med
andre ord, en matrix A er en kvadratisk matrix, hvis A € F"*" for et positivt heltal n. De
elementer, der befinder sig pa de (i, i) te positioner i en kvadratisk matrix, kaldes matricens
diagonalelementer. For eksempel er diagonalelementerne i matricen

1
2
3

N U1
O 0

tallene 1, 5 0g 9. Samlet udgoer diagonalelementerne, hvad der kaldes diagonalen i en kvadratisk
matrix.

For et givet n kaldes den n x n-matrix, der har 1’ere i sin diagonal og 0’er overalt derudover,
for identitetsmatricen, og den betegnes I,,. For n = 4 som et eksempel har vi dermed

Iy

o O O =
S O = O
O = O O
- o O O
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Denne matrix kaldes identitetsmatricen fordi den ikke har nogen effekt pa en vektor, nar den
multipliceres med vektoren. En direkte udregning viser, at I, - v = v for alle v € [F". Derfor
er funktionen L : F" — " defineret ved L(v) = I, - v blot identitetsfunktionen. Med denne
matrix pa plads er folgende definition mulig:

Definition 7.3.1

En kvadratisk matrix A € [F"*" kaldes invertibel, hvis der findes en matrix B € [F"*", sdledes
at
A-B=B-A=1,.

Matricen B, hvis den eksisterer, kaldes den inverse matrix af A og betegnes ved A"

Invertible matricer vil dukke op i mange situationer senere, men allerede nar man lgser visse
systemer af linecere ligninger, kan de veaere nyttige. Antag for eksempel, at man ensker at
lose systemet af linezere ligninger A - x = b, hvor vi har en kvadratisk koefficientmatrix A,
en vektor indeholdende de variable x = (x1, ..., x,) samt en hejreside b = (b, ..., b,). Hvis
koefficientmatricen A har en invers, kan vi multiplicere fra venstre med A~! og reducere:
Al - (A-x) = (A1 A)-x = I, - x. Dette betyder, at ligningen A - x = b medforer, at
x = A~1.b. Omvendt, hvis x = A~1-b, si vil en multiplikation med A fra venstre give
A-x=A-(A'-b)=(A-A!).-b=1, b =Db. Dermed har vi vist, at:

A - x = b, hvis og kun hvis x = A~ !.b, forudsat at A~! eksisterer. (7.9)

Denne observation leder til en fin konsekvens for rangen af invertible matricer:

Lemma 7.3.1
Lad A € F"*" veaere givet, og antag, at dens inverse matrix eksisterer. Da er p(A) = n.

Bewvis. Ligning (7.9) medferer, at det homogene system af lineaere ligninger A - x = 0 kun har
lesningen x = A~! - 0 = 0. Men ifelge Korollar 6.4.5 vil rangen af A da veere ligmed n. [

Vi kunne nevne endnu flere sammenhaenge, men det vil vi vende tilbage til senere.
Spergsmalet er nu, hvordan man finder ud af, hvornar en matrix har en invers, og hvis
den gor, hvordan man bestemmer den. Vi vil forst finde et algoritmisk svar og derefter
beskrive en teoretisk karakterisering af invertible matricer.

Det forste vi vil gore, er at finde en algoritme, der for en given n X n-matrix A bestemmer
en n x n-matrix B, sdledes at A - B = I,,, hvis en sddan eksisterer. Derfor vil outputtet fra
algoritmen enten veere, at en sddan B ikke eksisterer, eller den vil returnere en sddan B.
Bemeerk, at ifelge Definition 7.3.1 skal den inverse af A, her betegnet B, opfylde A - B =1, 0g
B - A = I,. Heldigvis viser det sig, at A - B = I,, medforer B - A = I,;, saledes at den algoritme,
vi er ved at beskrive, rent faktisk vil bestemme den inverse matrix B = A~!, forudsat at den
eksisterer.
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Lad os betegne den i’te sgjle i enhedsmatricen I, ved e; fori =1, ..., n. Da har vi for eksempel
forn =4, at

1 0 0 0
e = 0 ,ep = 1 ,e3 = 0 , 0g €4 = 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Idéen med algoritmen, der finder inverse matricer, er folgende: Vi forseger at finde en matrix
B € F"*", sdledes at A - B = I, for en given A € F"*". Lad os nu betegne sojlerne i B ved
b1,...,b,. Den i'te sgjle i A - B er jeevnfer definitionen af matrixproduktet lig med A - b;,
mens den i’te sejle i I, er lig med e;. Derfor er A - b; = e; for alle i mellem 1 og n. Omvendt,
hvis A - b; = e; for alle i mellem 1 og 7, sa har matricerne A - B og I,, de samme sgijler, og
derfor geelder A - B = I,,. Dermed ser vi, at

A -B = I, hvis og kun hvis A - b; = e; for alle i mellem 1 og n.

Derfor kan vi bestemme b; ved at lose det inhomogene system af lineare ligninger A - x = e;.

Fra teorien fra det foregdende kapitel ser vi, at for at finde ud af, om ligningssystemet
A - x = e; har en losning, er det tilstreekkeligt at bestemme den reducerede trappeform af
totalmatricen [A|e;]. Hvis p(A) = p([Ale;]), sa findes der ifelge Korollar 6.4.3 en losning, og
ellers ikke. Hvis der for alle i mellem 1 og n geelder, at p(A) = p([Ale;]), vil vi derfor veere i
stand til at bestemme en matrix B € F"*", sdledesat A-B = 1,,.

Man kunne nu veelge at arbejde sig igennem ligningssystemet A - x = e; ét i ad gangen
og dermed beregne én sgjle i matricen B ad gangen, hvis den eksisterer. Men da ferste
del af de tilsvarende totalmatricer altid er ens, nemlig A, vil det veere langt hurtigere at
handtere alle n systemer pd én gang ved at bestemme den reducerede trappeform af matricen
[Aler]ez] ... |e,] = [AlL].

Derfor er en algoritme, der kan afgore, om en kvadratisk matrix A € I[F"*" har en invers og i
bekreeftende fald bestemme den, folgende:

(i) Bestem den reducerede trappeform af n x 2n-matricen [A|I,]. Dette kan geres ved
hjeelp af elementeere raekkeoperationer, ligesom vi gjorde i Afsnit 6.3.

(ii) Hvis den resulterende reducerede trappeform ikke er pa formen [I,|B], konkludér da,
at A ikke har en invers.

(iii) Hvis den er pa formen [I,,|B], konkludér da, at A har en invers, nemlig A~! = B.

For at se hvordan dette virker i praksis, vil vi gennemga to eksempler.
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Eksempel 7.3.1
Lad F = R og

A= L 2 .
3 4
Afger, om denne matrix har en invers, og bestem den i s fald.

Svar: Forst bestemmer vi den reducerede trappeform af matricen [A|I>]. Vi far:

(121 0 — 1 2 1 0
[A|1] =
3 401) Re«Ry—3-R |0 -2 -3 1
— (12 1 0 — 10 —2 1
Ry« (~1/2)-R, |0 1 3/2 —1/2 | Ry« R —2-R, [0 1 3/2 —1/2

Derfor konkluderer vi, at A har en invers, nemlig

Al_| 2 1
372 —1/2 |

Eksempel 7.3.2
Lad F = R og
1 2 3
A=|45 6
57 9

Afger, om denne matrix har en invers, og bestem den i s fald.

Svar: Vi starter med at bestemme den reducerede trappeform af matricen [A|I3]. Vi far:

123100
[A|L] = 456010
(57 90 0 1
(1 2 3 1 0 0]
—
0 -3 -6 -4 10
Rz%R2—4-R1
5 7 9 0 0 1|
1 2 3 1 0 0|
—
0 -3 -6 -4 1 0
R3 < R3—5-Rq
0 -3 -6 -5 0 1 |
1 2 3 1 0
—
0 -3 -6 -4 1 0
R3(—R3—R2
0 0 0 -1 -1 1
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Selvom vi endnu ikke er feerdige med bestemmelsen af den reducerede trappeform af [A|13],
har vi allerede her fundet en trappeform af den. Pivotelementerne kan afleeses pa dette stadie,
og vi ser, at de er placeret i matricens forste, anden og fjerde sgjle. Fortseetter vi reduktionen
til den reducerede trappeform, vil de forste tre elementer i tredje reekke forblive nul. Laeseren
opfordres til at udregne den reducerede trappeform for at sikre sig, at dette faktisk er korrekt.
Dermed vil den reducerede trappeform af [A |I5] ikke veere pa formen [I3|B]. Vi konkluderer,
at matricen A ikke har en invers.

I princippet har vi nu en algoritme, der kan afgere, om en kvadratisk matrix har en invers, og
som i bekreaeftende fald kan bestemme den. Vi har dog ikke vist, at algoritmen er korrekt. Med
andre ord, hvis vi felger trinnene i algoritmen, vil resultatet sd altid veere, som det skal veere?
Forst og fremmest skal vi sikre os, at hvis den reducerede trappeform af n x 2n-matricen
[A|L,] ikke er pa formen [I,,|B], sé har A ikke en invers. Og for det andet skal vi sikre os, at
hvis en matrix B € [F"*" opfylder A - B = I,,, sa geelder der ogsa, at B - A = I,,, sdledes at vi
kan konkludere, at B er den inverse af A. Vi vil adressere disse sporgsmal i resten af dette
afsnit. Det vil vise sig, at alt er, som det skal veere, og man kan vise, at:

A !eksisterer < den reducerede trappeform af [A|I,] er pa formen [I,|B]
< p(A) = n (dvs. rangen af A er n). (7.10)

En leeser, der er villig til at acceptere dette uden bevis, kan springe resten af dette afsnit over,
men for andre leesere vil vi give et bevis nedenfor.

Seetning 7.3.2
Lad A € F"*" veere en kvadratisk matrix. Felgende udsagn er logisk ekvivalente:

(i) Den reducerede trappeform af n x 2n-matricen [A|l,| er pd formen [I,|B] for en
kvadratisk matrix B € F"*".

(ii) Der eksisterer en kvadratisk matrix B € F"*", sdledesat A - B = 1,,.

Bevis. Antag, at den reducerede trappeform af matricen [A|I,] er pa formen [I,|B] for en
kvadratisk matrix B € F"*". Lad b; veere den i’te sgjle i matricen B. Sa kan de samme
elementeere raekkeoperationer, der anvendes til at transformere matricen [A|I,] til formen
[I,|B], ogsé anvendes til at transformere matricen [A|e;] til [I,|b;]. Da [I,,|b;] er p& reduceret
trappeform, kan vi konkludere, at den reducerede trappeform af matricen [Ale;] er lig med
[I,|b;]. Dette medferer, at b; er en losning til systemet af linecere ligninger A - x = e;. Derfor
geelder A - B = I,,. Specifikt geelder A - B = I,, for en kvadratisk matrix B € [F"*", nemlig
matricen i hojre del af den reducerede trappeform af [A|L,].

Antag omvendt, at A - B = I, for en kvadratisk matrix B € [F"*". Da har systemet af lineaere
ligninger A - x = e; for alle i fra 1 til n en losning, nemlig den i"te sgjle i matricen B. Vi péstar,
at den reducerede trappeform af [A|I,] kun indeholder pivotelementer i sine forste n sgjler. Vi
vil bevise denne pdstand ved et modstridbevis. Antag derfor, at den reducerede trappeform af
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[A|I,,] har en pivot i en segjle med indeks n + i for et i > 0. Da vil den reducerede trappeform
af matricen [A|e;] indeholde en pivot i sin (1 4 1)’te sejle. Specifikt vil A og [A|e;] ikke have
samme rang. Men sa har systemet A - x = e; ifelge Korollar 6.4.3 ingen losning. Da vi allerede
har observeret, at det har en lesning, opnar vi her en modstrid. Dette beviser pastanden om,
at den reducerede trappeform af [A|I,] kun indeholder pivotelementer i sine forste n sojler.
Neeste pastand er, at rangen af [A|I,,] er lig med n. For at opnd en modstrid vil vi antage,
at den reducerede trappeform af [A|I,] indeholder en nulraekke. Ved at se pa anden del af
matricen, I,,;, kan vi konkludere, at der findes en sekvens af elementeere reekkeoperationer,
der kan transformere I,, om til en matrix med en nulraekke. Men mens I, er en matrix med
rang 1, kan en n x n-matrix med en nulraekke hejst have rang n — 1. Dette beviser den anden
pastand. Ved at kombinere de to pastande konkluderer vi, at den reducerede trappeform af
[A|L,] indeholder en pivot i hver af sine forste n sgjler. Sa er den pa formen [I,,|C], hvor hejre
del er en kvadratisk matrix C € F**". O

Korollar 7.3.3
Lad A € F"*" veere givet. Da eksisterer der en matrix B € F"*", sdledes at A - B = I,,, hvis
og kun hvis p(A) = n.

Bevis. Hvis A - B = I,, for en B € [F"*", sd er den reducerede trappeform af n x 2n-matricen
[A|1,] ifelge Seetning 7.3.2 pa formen [I,|C] for en C € F"*". Men s& er den reducerede
trappeform af A selv I, hvilket medforer, at p(A) = n.

Omvendt, hvis p(A) = n, er den reducerede trappeform af A lig med I,,. Men sa er den
reducerede trappeform af [A|I,] pa formen [I,|C] for en kvadratisk matrix C € F"*". Ifolge
Seetning 7.3.2 kan vi konkludere, at der eksisterer en B € [F"*", sdledes at A - B = I,,. O

Korollar 7.3.4

Lad A € F"*" veere en kvadratisk matrix, og antag, at der eksisterer en kvadratisk matrix
B € F"*", sdledes at A - B = I,,. Da geelder B- A =1, og derforer B = A~! den inverse af
A.

Bevis. For at konkludere, at B er den inverse af A, skal vi vise,at A-B = B-A = 1,,. Da det
er givet, at A - B = I, har vi tilbage at vise, at B- A = I,,.

Bemerk nu, at A- (B-A) = (A-B)-A =1,-A = A = A-I, Derfor gelder
A-(B-A—-1I,)=A-(B-A)—A-I, =0, hvor 0 her betegner n x n-nulmatricen.

Bemeerk, at den forrige ligning medferer, at enhver sgjle i B - A — I, er en losning til det
homogene system af ligninger A - x = 0. Ifolge det forrige korollar har matricen A dog rang
n. Derfor ved vi fra Korollar 6.4.5, at systemet A - x = 0 kun har lesningen x = 0. Derfor er
alle sgjler i B - A — I, nulsgjler, hvilket medferer, at B - A = I,,. Dette er netop, hvad vi skulle
vise. [
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Korollar 7.3.5
Lad A € F"*" veaere givet. Da eksisterer den inverse matrix, hvis og kun hvis p(A) = n.

Bevis. Dette folger af de to tidligere korollarer. OJ
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